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CAPITOLO 1
La retta reale

1. I numeri naturali. Gli interi relativi.

L’operazione di contare e una delle piti naturali che esistano. Ognuno di noi, prima
ancora di sapere che cosa vogliano dire “uno” e “due”, ha gia la capacita di distinguere
tra (almeno) due persone differenti. Solo dopo un po’ di tempo si rende conto che le
persone sono in realtd “tre”, ed inizia a contare sé stesso®). Per complicare un po’ le
cose, invece di contare da uno, decideremo di contare da zero®®.

Per meglio identificare i numeri che possiamo ottenere contando a partire da zero,
definiamo l'insieme dei numeri naturali:

(1.1) N={0,1,23,...,n,...}.

[13 7

In questo caso i secondi puntini di sospensione indicano che siamo in grado di
contare “fino a quando vogliamo”; in altre parole che I'insieme dei numeri naturali e
“infinito”, ovvero che non ammette “massimo”. Non esiste, cioe, il pitt grande numero
naturale: non appena pensiamo di averlo trovato, e sufficiente “aggiungere 17 per
trovarne uno ancora piu grande.

Se rappresentiamo i numeri naturali su una retta, scegliendo in maniera arbitraria
la distanza tra 0 ed 1 (ovvero, I'unita di misura), avremo una immagine “discreta’”:

per passare da un numero al successivo si deve compiere un passo lungo 1.

L’operazione di “aggiungere 1”7, restando ancora all'interno dello stesso insieme
¢ una proprieta di N, che puo essere cosi generalizzata: dati due numeri naturali n
ed m qualsiasi, la loro somma n + m e ancora un numero naturale: quello ottenuto,
appunto, partendo da n ed effettuando m passi verso destra. In linguaggio matematico,
“I'insieme dei numeri naturali ¢ chiuso rispetto alla somma”. Siccome partire da n e
fare m passi ¢ la stessa cosa che partire da m e fare n passi, I'addizione ¢ commutativa:

Vn, meN, n+m=m-+n.

Inoltre, esiste un numero naturale “speciale”, lo zero, che gode della proprieta di lasciare
“immutato” qualsiasi numero rispetto alla somma (come ¢ evidente: sommare zero vuol
dire fare 0 passi, cioé non muoversi):

VneN, n+0=n.

(UIn alcune popolazioni aborigene dell’ Amazzonia, il concetto di tre (ovvero, della paternita) non
esiste.
(?)Storicamente, il concetto di zero compare molto dopo quello di uno, due e tre.
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1. I NUMERI NATURALI. GLI INTERI RELATIVL. 2

Lo zero viene pertanto detto elemento neutro dell’operazione di somma. La chiusura
rispetto alla somma permette di ordinare i numeri naturali: diremo che un numero
naturale n ¢ maggiore di m se esiste un numero naturale p, diverso da zero, tale che
n = m + p. In simboli, scriveremo n > m. Data questa definizione, si puo affermare
che dati due numeri naturali diversi n ed m, si ha n > m, oppure m > n (in definitiva,
uno dei due sara a destra dell’altro sulla retta). Ammettendo che il numero naturale
p possa essere 0, viene definito il concetto di “maggiore od uguale”; in simboli n > m.
La relazione di “>” & antisimmetrica: se n > m e m > n, allora n = m®).

Infine, dato un numero naturale n, e fissato un secondo numero naturale m che avra
la funzione di “contatore”, € possibile sommare n a sé stesso ripetendo 'operazione m
volte. Il risultato, ovvero “m volte n”, verra indicato con

m volte
m-n=n+n+---+n:

il prodotto di m con n. Il numero 1 e I’elemento neutro del prodotto, essendo 1-n =n
per ogni n in N. Le relazioni tra somma, prodotto e ordinamento sono quelle note:

VYn,méeN, m-n=n-m,
Vn,m,peN, p-(n+m)=p-n+p-m,
VYn,m,p €N, n>m=p-n>p-m,
Vn,m,peN, n>m,p#0=p-n>p-m.

Il prodotto di un numero naturale con sé stesso, ovvero n - n, viene convenzionalmente
indicato con n?, il quadrato di n. Analogamente, il prodotto di n per sé stesso m
volte viene indicato con n™, la potenza m-sima di n. Ovviamente n' = n, mentre, per
convenzione, n° = 1 per ogni n in N. Per le potenze valgono le regole fondamentali:

Vn,m,p €N, nmtP =™ . nf
Vn,m,p€eN, (n-m)? =nf-mP,
Vn,m,p€eN, (n™)P =n™P.

Supponiamo ora di avere un sottoinsieme F di N; ad esempio
FE, = {numeri pari} = {0,2,4,6,8,...},
Ey = {numeri dispari} = {1,3,5,7,9...},
Es3 = {multipli non nulli di cinque} = {5, 10, 15,20,25...}.
E, = {potenze di due} = {1,2,4,8,16,...}.
E5 = {numeri primi} = {2,3,5,7,11,...},
Egs = {numeri di Fibonacci} = {1,1,2,3,5,8,13,21...},
Ognuno di questi insiemi non ammette un numero piu grande: dato un numero (pari
o dispari) qualsiasi, & sufficiente aggiungere due per ottenere un numero piu grande
della stessa parita; sommando 5 ad un multiplo di 5 se ne ottiene uno piu grande;
raddoppiando una potenza di due se ne trova una piu grande; dimostrare che esistono
infiniti numeri primi (numeri, cioé, che non sono ottenibili come prodotto di naturali
diversi da 1) e piu complicato, ma & comunque vero; anche i numeri di Fibonacci
(ognuno dei quali ¢ somma dei due precedenti, a partire da 1, 1), perché & sufficente
sommare ad uno di essi quello che lo precede nella lista per ottenere un numero di
Fibonacci maggiore. Invece, per tutti gli insiemi considerati in precedenza esiste un

(3)Esercizio!
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numero — appartenente all’insieme — piu piccolo di tutti gli altri (rispettivamente, 0,
1,5,1,2el).

DEFINIZIONE 1.1. Sia E un sottoinsieme non vuoto di N. Diremo che E ammette
minimo se esiste m in E tale che n > m per ogni n in E. In altre parole, se esiste un
elemento di E che ¢ il piu piccolo (il piu a sinistra) di tutti. Se F ammette minimo,
tale minimo ¢ unico; se infatti ne esistessero due, si avrebbe m; > my (perché my ¢
minimo) e my > my (perché my & minimo); per antisimmetria, m; = mo.

Si osservi che la richiesta di appartenenza ad E e fondamentale, dato che esiste
sempre un numero naturale che e piu piccolo di tutti gli elementi di E: lo zero. Inoltre,
se il minimo non appartenesse ad E, I'unicita del minimo verrebbe meno: ad esempio
I'insieme Fj3 definito prima ammette 0, 1, 2, 3, 4 e 5 come numeri naturali “piu piccoli”
di tutti i numeri in F5 (di questi, pero, solo un appartiene ad F3, ed ¢ il maggiore di
tutti).

EsERrc1Z10 1.2. Costruire un sottoinsieme non vuoto di N che non ammette minimo.

Svolto 'esercizio precedente? Se non lo avete fatto, fatelo o, almeno, tentate di
farlo. Non ci riuscite? Non c¢’e¢ da meravigliarsi: non si riesce a trovare un sottoinsieme
non vuoto di N che non ammetta minimo, per il semplice fatto che un tale sottoinsieme
non esiste. Questo ¢ il contenuto del seguente principio.

PRINCIPIO DEL BUON ORDINAMENTO: Qualunque sottoinsieme non vuoto di N
ammette minimo.

E possibile dimostrare la precedente affermazione? Proviamo con il seguente ragio-
namento.

Ragionamento. Sia F un sottoinsieme non vuoto di N. Allora, per definizione,
E contiene almeno un elemento; sia esso ng. A questo punto, esistono due possibilita:
0 ng € piu piccolo di tutti gli altri elementi di £, oppure no. Se e piu piccolo, ng € il
minimo (ed allora abbiamo finito); se non e piu piccolo, esiste n; in E, con ng > ny
(strettamente maggiore, perché deve essere diverso). Se m; & piu piccolo di tutti gli
elementi di E, allora ¢ il minimo; se non lo e, allora esiste ny in E con ny > ns.
Possiamo continuare il ragionamento, ed ¢ chiaro che “ci troviamo nei pasticci” se la
scoperta di un numero n; in F tale che ny_y > n; prosegue indefinitamente: ovvero
se continuiamo a trovare elementi di £ piu piccoli del precedente, ma ancora maggiori
di qualche altro elemento di E. La nostra fortuna e che una tale “discesa infinita”
non e possibile perché, fissato ng (ed ng € fissato una volta per tutte dall’essere £ non
vuoto), esistono al pitt ng numeri di cui ng € maggiore e che possono appartenere ad E:
0,1, 2, ..., ng— 1. Pertanto, dopo al pit ny “scelte”, non avremo piu a disposizione
numeri naturali; il che vuol dire che I'ultima scelta che abbiamo fatto non puo essere
migliorata: £ ammette minimo. [

Il ragionamento precedente ¢ molto convincente, e avrebbe soddisfatto un matema-
tico dei primi del novecento. Ma ad un matematico moderno non basta pit: cos’e una
discesa infinita? E perché non e possibile? In realtd non si puo rispondere a queste
domande in modo soddisfacente: ossia, non e possibile dimostrare il principio del buon
ordinamento in modo rigoroso! Quello che possiamo fare ¢ assumere la validita del
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principio a priori, come punto di partenza dei ragionamenti seguenti. In altri termini,
il principio del buon ordinamento é un assioma della nostra teoria. Notiamo che si
potrebbe enunciare questo principio in varie altre forme equivalenti; ne vedremo una
piu avanti.

Fino ad ora ci siamo mossi sulla retta “andando verso destra”, nella direzione cioe
della somma. Che succede se, partendo da un numero n qualsiasi, ad esempio 5, ci
muoviamo verso sinistra? Ovviamente, dopo un salto siamo atterrati su 4 (che e ca-
ratterizzato — rispetto alla nostra operazione di salto — dall’essere 1'unico numero
naturale il cui successore € 5), e se continuiamo a spostarci verso sinistra troviamo
(nell’ordine), 3, 2, 1, e 0. A questo punto 'operazione di salto verso sinistra ci viene
impedita dal fatto che “prima di zero” non c¢’e¢ nulla. Non esiste alcun numero natu-
rale il cui successore sia zero. In altre parole, se interpretiamo 'operazione di saltare
verso sinistra come “sottrazione” (cosl come avevamo interpretato ’azione di saltare
verso destra come addizione), I'insieme dei numeri naturali non & chiuso rispetto a tale
operazione: non sempre sottraendo un numero naturale da un altro naturale si ottiene
un elemento di N. A questo punto, si aprono davanti a noi due strade: lasciare tutto
cosi com’®, emanare un editto che vieti la sottrazione'¥, e proseguire a lavorare con i
naturali®, oppure decidere che una tale restrizione non va bene, ed “aggiungere” ad N
tutti i numeri mancanti.

Gia, ma quanti sono? E come indicarli? Per convenzione, si decide di usare le
stesse cifre usate per i naturali, ovvero 1, 2, 3, e di farle precedere da un segno “—” (a
ricordare che sono numeri che si possono ottenere solo tramite sottrazioni, appunto).
Inoltre, si sceglie di indicare con —n il numero ottenuto facendo n passi a sinistra a
partire dallo zero (cosi come n ¢ il numero che si ottiene facendo n passi verso destra
a partire da zero). Abbiamo allora l'insieme degli interi relativi:

(1.2) Z={..,-n,...,-3-2-10123,...,n,.. .}

La definizione stessa di —n fa poi si che n — n = n + (—n) sia uguale a zero, e che
quindi —n sia I'inverso di n rispetto all’operazione di somma (e, simmetricamente, n
sia I'inverso di —n).

Come i naturali, anche gli interi sono rappresentabili su una retta. Siccome N ¢ con-
tenuto in Z, conviene “prolungare” a sinistra in maniera simmetrica la rappresentazione
grafica di N, per ottenere quella di Z:

+

Per costruzione, I'insieme dei numeri interi relativi e chiuso sia rispetto alla somma
che alla sottrazione; tramite la sottrazione, ¢ possibile definire la relazione di minore:
dati n ed m in Z, diciamo che n e minore di m, e scriviamo n < m, se esiste p
in N\ {0} tale che n = m — p. Se p puo essere anche 0, abbiamo la relazione di
minore od uguale, che indichiamo <. Dal momento che se n = m — p, allora
n+p=m-—p+p=m+0 = m, ne segue che n < m (n < m) se e solo se

“Per alcuni tipi di sottrazione tale “editto” esiste gia, e viene studiato in un’altra facolta. ..
®)In definitiva, il teorema di matematica pitt famoso di tutti i tempi riguarda i numeri naturali!
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m >mn (m > n). Mentre per i sottoinsiemi dei naturali non avevamo necessariamente
il numero piu grande, ma avevamo il minimo (per il principio di buon ordinamento),
per Z la situazione e differente: esistono sottoinsiemi di Z che non posseggono minimo;
ad esempio, 7Z stesso: se supponiamo che m sia il minimo, m — 1 € un numero intero piu
piccolo di m. E anche possibile definire il prodotto tra due numeri interi, e si verifica
che le proprieta di somma e prodotto (come la commutativita e la distributivita) si
estendono anche a Z. Notiamo, in particolare che (—m) - (—n) = m - n; infatti, essendo
0= (m+ (—m))-(—n), si ha che —(m-(—n)) = (—m) - (—n). Analogamente si prova
chem-(—n)=—(m-n),dacuim-n=—(—(m-n)) =(—m) - (—n).

2. Calcolo combinatorio. Principio di induzione.

Quanti sono i numeri che si possono scrivere usando una ed una sola volta le cifre
da 1 a 97 In altre parole, vogliamo contare quante “stringhe” come “135792468” si
possono formare. E chiaro che se procediamo in maniera empirica, scrivendo numeri a
caso su un foglio di carta e verificando che il numero che abbiamo appena scritto non
compaia nella lista, corriamo il rischio da un lato di perdere molto tempo, dall’altro di
non sapere quando li abbiamo scritti tutti. Per rispondere alla domanda, affrontiamo
per il momento un problema pitt semplice: quanti sono i numeri che si possono scrivere
usando una ed una sola volta le cifre 1 e 27 In questo caso la risposta e semplice:
sono esattamente 2, e precisamente “12” e “21”. Iniziamo con l’osservare che uno dei
due numeri ha come prima cifra “1”7, mentre ’altro inizia con “2”. Una volta scelta la
prima cifra (e lo possiamo fare in due modi diversi — tanti quante sono le cifre a nostra
disposizione), la seconda e obbligata (avendo sotto mano solo due cifre). E se le cifre
sono 1, 2, e 37 In questo caso abbiamo tre scelte possibili per la prima cifra: “1xx”,
“2xx” e “3xx”. Una volta scelta la prima cifra, quante scelte abbiamo per la seconda?
Non piu tre, perché una cifra 'abbiamo gia utilizzata, ma solo due: ad esempio, “12x”
e “13x”. E ovvio che, scelte le prime due cifre, la terza e obbligata. In definitiva,
abbiamo tre scelte per la prima cifra, due per la seconda, ed una per la terza: in tutto
6 (=3-2-1) possibilita.

Possiamo allora rispondere alla domanda iniziale: usando una ed una sola volta le
cifre da 1 a 9 possiamo scrivere 9-8-7-6-5-4-3-2-1 = 326880 numeri diversi; e
chiaro che se avessimo affrontato il problema usando la forza bruta, non avremmo mai
ottenuto un risultato preciso.

Siccome scrivere 9-8-7-6-5-4-3-2-1 e faticoso, e stata “inventata” una notazione
apposita: dato un numero naturale n, indichiamo con n!, che si legge n fattoriale®,
il numero

(2.1) nl=n-(n—1)-(n—2)-...-3-2-1.

Una delle proprieta piu importanti di n!, che discende direttamente dalla definizione,
e il fatto che n! = n - (n — 1)!; questa proprieta ci dice che, se partiamo a fare le
moltiplicazioni da 1, e non da n, otteniamo via via 1!, 2! e cosi via fino ad n!. I primi

dieci fattoriali sono 1, 2, 6, 24, 120, 720, 5040, 40320, 362880, 3628800: come si vede,
i fattoriali crescono abbastanza rapidamente all’aumentare di n.

6)E non “enne!” con enfasi, come narrano le leggende metropolitane. . .



2. CALCOLO COMBINATORIO. PRINCIPIO DI INDUZIONE. 6

Cosa conta esattamente n!? Dati n numeri (o oggetti), n! conta il numero delle
possibili permutazioni degli n numeri, dove per permutazione si intende uno dei
possibili ordinamenti degli n numeri dati. Ad esempio, “12345” & una permutazione
di “543217, cosi come lo sono “13524” e “24135”, mentre (cane, gatto, topo) € una
permutazione di (topo, cane, gatto).

ESERCIZIO 2.1. A partire da 5! = 120, n! termina con almeno uno zero. Al crescere
di n, aumenta il numero degli zeri di n!. Con quanti zeri termina 30!? Evidentemente,
di calcolare 30! non se ne parla neppure. ..

Risposta 2.1: 7. Infatti, tra i fattori di 30! ci sono 2 e 5 (uno zero), 10 (uno zero),
4 e 15 (uno zero), 20 (uno zero), 16 e 25 (due zeri) e 30 (uno zero). Per i curiosi, 30! =
265252859812191058636308480000000.

ESERCIZIO 2.2. Si ha 20! = 2432902002176640000. Quanto vale z?

Risposta 2.2: 8. Infatti 20!, avendo come fattore 9, deve essere divisibile per 9, e quindi
la somma delle sue cifre deve essere, cone € noto, divisibile per 9. La somma delle cifre di 20!
€ 46 + x da cui x = 8.

Supponiamo adesso di avere n oggetti, e di sceglierne m tra questi: ad esempio,
date le cifre da 1 a 9, ne secegliamo 5. Quanti numeri possiamo formare in questo
modo? Ancora una volta, conviene ragionare per “numeri piccoli”, per capire cosa
succede. Supponiamo di avere a disposizione 1, 2 e 3, e di dover scegliere due cifre.
Ci sono, evidentemente, sei possibilita: “127, “217, “13”7, “317, “23”7 e “32”. Se le
cifre a disposizione sono 1, 2, 3 e 4, e dobbiamo sempre scegliere due cifre, abbiamo
dodici possibilita: “127, “217, “137, “317, “147, “417, “237, “327, “247, “42” “34”
e 43”7. Come abbiamo ottenuto questi numeri? Se, nel primo caso, consideriamo le
3! permutazioni di 1, 2 e 3, possiamo “scegliere” in tutti i modi possibili due cifre
semplicemente “cancellando” 'ultima; in questa maniera da “123” si ottiene “12”, da
“213” si ottiene “217, e cosi via. Siccome abbiamo 6 permutazioni dalle quali cancellare
I'ultima cifra, abbiamo 6 numeri che si possono ottenere scegliendo due cifre tra 1, 2 e 3.
Che succede nel secondo caso? Le possibili permutazioni di 1, 2, 3 e 4 sono 4!, cioe 24,
ma scegliendone una qualsiasi e cancellando le ultime due cifre, non sempre si ottiene
(come resto) lo stesso numero: ad esempio, sia “1234” che “1243” generano “12” per
cancellazione delle ultime due cifre; e questo perché le ultime due cifre possono essere
permutate tra loro in due modi possibili (0 meglio, in 2! modi possibili).

A questo punto, possiamo rispondere alla domanda: se abbiamo 9 cifre, e ne dob-
biamo scegliere 5, & sufficiente considerare una qualsiasi delle 9! permutazioni di 1, 2,
..., 9; cancellare le ultime 4 cifre, ed ossservare che queste 4 cifre possono permutar-
si (nelle ultime quattro posizioni) in 4! modi diversi; pertanto, il numero richiesto ¢

9! __ 362880 __
o — 362850 _ 15190,

Definiamo allora disposizioni di n oggetti presi a gruppi di m la quantita

n!

(2.2) 2D = =n-n—1)-n—=2)-...-(n—m+2)-(n—m+1).

(n—m)!
Supponiamo ora di avere n cifre, e di chiederci (un’altra volta!) quanti numeri si
possono creare scegliendo esattamente n cifre. Da un lato, sappiamo gia la risposta:



2. CALCOLO COMBINATORIO. PRINCIPIO DI INDUZIONE. 7

n!; dall’altro, stiamo considerando le disposizioni di n oggetti presi a gruppi di n, e
quindi la risposta e ,,D,,; la formula ci da ,,D,, = ’8—!!; sappiamo che deve essere uguale ad
n!, ma non abbiamo la piu pallida idea di cosa sia 0!. Per cavarci d’impaccio, definiamo
0! = 1. In questa maniera, pur forzando l'interpretazione del fattoriale come numero
delle “permutazioni”, salviamo sia la correttezza della formula delle disposizioni, sia il
suo significato combinatorio.

Ed ora, la prossima domanda: abbiamo sempre le cifre da 1 a 9, e vogliamo contare
in quanti modi ne possiamo scegliere 5, senza tenere conto dell’ordine nel quale le
scegliamo. In altre parole, non distinguiamo “12345” da “12354” e “53421”. Invece
di ridurci a casi semplici, questa volta ragioniamo direttamente: i numeri ottenuti
scegliendo 5 cifre tra le 9 a nostra disposizione sono gDj5. Scelto uno qualsiasi dei ¢ D5
numeri, dobbiamo scartare tutti quelli che hanno le stesse cifre del nostro numero;
siccome le cifre del numero che abbiamo scelto sono permutabili in 5! modi diversi,
dovremo “buttare via” esattamente 5! — 1 numeri. E allora evidente che il risultato
voluto si ottiene dividendo gDy per 5!: 2P = 15120 _ 196

5! 120
Definiamo combinazioni di n oggetti presi a gruppi di m la quantita

(2.3) wCo = ”—' _ (”)(n

Dalla definizione stessa di combinazione, si deduce che m deve essere compreso tra 0 e
n. Tenendo conto del fatto che 0! = 1, la formula per ,,C,, & sempre ben definita (anche
per n = 0) e — miracolosamente — restituisce sempre un numero intero. 1 ,,C,,, o (:@),
sono anche detti coefficienti binomiali®.

Una delle proprieta pitt notevoli di (:1) e la seguente: datin ed m (con 0 < m < n),
si ha

(2.4) (Zi) B (:L) i (mi 1) |

La dimostrazione di questa formula usa in maniera cruciale il fatto che n! =n-(n—1)!.
Infatti

n n n! n!
(m>+<m—|—1) - m!(n—rqz)!Jr(m%—l)!(n—m—l)!
- (m+1)7!1<n—m)! [(m+ 1)+ (n = m)]
_ n! (n+1)

(m+ 1! (n—m)!

" (m +(7f)!+(i)!— m)l (:71111) '

() (™) si legge “n sopra m”.
8)Per motivi che saranno chiariti tra breve.
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Questa proprieta permette di scrivere i coefficienti binomiali in maniera “triango-
lare”, formando il cosiddetto triangolo di Tartaglia:

NG
B "6 o
I G
I B C B C B

Ogni numero nel triangolo € somma dei due numeri che si trovano a sinistra e a destra

B~ w N — O3

nella riga precedente, come si vede eseguendo i calcoli:

n
0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

Affrontiamo ora un altro problema: dati due numeri, a e b, ed un naturale n,
vogliamo calcolare la potenza n-sima del binomio a+ b, e trovare una formula che, dato
n, ci permetta di scrivere (a 4 b)™ senza dover eseguire i calcoli tutte le volte. Alcuni
casi particolari sono gia noti®:

(a+0)° = 1

(a+b)' = a + b

(a+b)* = a®  +  2ab + b

(a+0b)3 = a@ 4+ 3a* +  3ab* + b
(a+b)?* = a* + 4a® + 6a** + 4ab® + b?

A questo punto, non v’e chi non veda la relazione strettissima che intercorre tra le
potenze di a + b e il triangolo di Tartaglia: i coefficienti delle potenze di a e b sono gli
stessi che compaiono nel triangolo di Tartaglia.

EsErcizio 2.3. Prima di andare avanti, supponiamo di avere una circonferenza, e
di voler disegnare n punti su di essa in modo tale che, congiungendo i punti in tutti i
modi possibili, il cerchio risulti diviso nel maggior numero di parti. Quante sono queste
parti? Ovvero, in che modo dipendono da n? Come al solito, adottiamo la strategia
dei “numeri piccoli”; se n = 1, siccome non c’e¢ nulla da congiungere, abbiamo una
sola parte (tutto il cerchio); il caso n = 2 & molto semplice: presi due punti sulla
circonferenza, unendoli si divide in due il cerchio (e chiaramente questo € il massimo
numero possibile di parti). Se n = 3 si ottengono 4 parti, mentre se ne hanno 8 per 4
punti. Se i punti sono 5, ne otteniamo 16.

(9)07 almeno, dovrebbero. . .
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Siamo pronti per scrivere la formula?

Risposta 2.3: No. Congetturando che il numero delle parti sia 2"~!, se n = 6 non
riusciamo in nessun modo ad ottenerne 32; se adottiamo la “strategia simmetrica” e scegliamo
i sei punti come vertici di un esagono regolare, otteniamo 30 parti. Se spostiamo un po’ uno
dei punti arriviamo a 31, ma non di piu.

La formula corretta &

4 3 2
— 6n® + 2302 — 180 + 24
Parti(n) = " F 22 ntet_ (Z) + (Z) +1,

ed ¢ evidente che il numero delle parti ¢ molto minore di 27!,

Risolto esercizio precedente!?), appare chiaro che la frase “i coefficienti delle po-
tenze di a e b sono gli stessi che compaiono nel triangolo di Tartaglia” & forse un po’
affrettata: in definitiva, abbiamo verificato che le prime cinque righe del triangolo di
Tartaglia danno i coefficienti dello sviluppo della potenza n-sima di a + b, ma non
abbiamo in nessun modo giustificato I’affermazione che tali coefficienti siano dati dalle
righe del triangolo di Tartaglia per ogni n. Certamente, possiamo provare a scrivere
lo sviluppo di (a + b)®, e controllare se le cose vanno bene, e proseguire con (a + ),
(a+b)", ma per quante “verifiche” si facciano, non saremo mai in grado di concludere
che i coefficienti dello sviluppo di (a + b)™ sono dati, per ogni n, dalla (n + 1)-sima
riga del triangolo di Tartaglia.

Prima di proseguire, pero, cerchiamo di formalizzare matematicamente la “conget-
tura” che stiamo facendo: cerchiamo cioe di scrivere in termini matematici la frase “i
coefficienti dello sviluppo di (a + b)" sono dati dalla (n + 1)-sima riga del triangolo di
Tartaglia”. Iniziamo con scrivere (a + b)3:

(a+b)?® = @+ 3a*+ 3ab® + V*
= QP Qe Qe

(10)Non lo avete risolto? Provateci!
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Quali sono gli elementi comuni all’ultima formula? Innanzitutto, 'indice n di (;LI) e
sempre 3 (che, poi, & la potenza cui viene elevato il binomio a + b). Poi, la somma
delle potenze di a e b e sempre 3, ed inoltre l'indice m di (:;) cresce da 0 a 3, ed ¢
sempre uguale all’esponente di b. Se ripetiamo lo stesso ragionamento per (a + b)?,
il risultato & lo stesso, cosi come ¢ lo stesso per (a + b). A questo punto, possiamo
iniziare a formalizzare la nostra “congettura”: per la potenza n-sima avremo bisogno
di un indice m che “conta” da 0 ad n, e che di volta in volta viene utilizzato sia
come esponente di b, che in (ZD’ inoltre, il coefficiente sara sempre della forma ("), e
I’esponente da dare ad a sara tale che la somma degli esponenti di a e b sia n, e quindi
dara n — m. In definitiva,

(a+b)" = (g) a™ b + (?) a" o L+ (nﬁl) a' b+ (Z) a’ b

Questa formula — sulla cui correttezza non possiamo ancora giurare — e perod molto
“scomoda” da manipolare; basti pensare che ha n + 1 termini, e se n ¢ molto grande
¢ necessaria parecchia carta (ed altrettanto inchiostro) per poterla scrivere. Fortu-
natamente, e stato inventato un modo piu “compatto” per scrivere formule di questo
tipo, basandosi sul fatto che siamo in presenza di un’operazione matematica ripetuta
(in questo caso I'addizione) al variare di un “contatore”. Avremo cosi

(2.5) (a+b)" < i (Z) a"m b

m=0
Il simbolo
n
m=0
si legge “sommatoria per m che va da 0 ad n di...”, o “somme per m da 0 ad n di...”.

I1 suo effetto ¢ quello di generare un contatore (m) che “corre” sui naturali muovendosi
da 0 ad n (lo si puo pensare come un “cronometro”, ad esempio); ad ogni valore di m
associamo una quantita (in questo caso il monomio (:1) a" ™ b™) che va sommata al
totale ottenuto in precedenza (il totale iniziale essendo zero).

EsERrc1zio 2.4. Calcolare
5

;m, > (Qfwiq)?, 25:712, 25: (Z)

Qfwig=1 m=1 m=0
Risposta 2.4: 15, 55, 5n?, 32.

EseErcizio 2.5. Calcolare
n n n n
2
m :

)SETED SEND Y G E

m=1 m=0 m=0
per I'ultima somma, si supponga valida la (2.5) (e si scelgano due valori opportuni per
aeb).

Risposta 2.5: %, n?(n+1) e 2", scegliendo a = 1 = b.

(IDSe 1a formula serve per altri calcoli, I'uso dei puntini di sospensione & impossibile. . .
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ESERCIZIO 2.6. Scrivere sotto forma di sommatoria le seguenti quantita

142+3+44...+n,
14+244+484...+27,
1-142-4+3-6+4-4+5-1,

10
10 + 1010 + 1010 4 1010 4 7g10°"

010 olol?

+ ...

Risposta 2.6:

n

n 4
mglm’ mgo?m, mZZO(mH» <;)

mentre ['ultima somma non puo essere scritta in maniera compatta, a meno di non osservare

che I'n-simo addendo ¢ 10 elevato all’(n — 1)-simo.

ESERCIZ1O 2.7. Sapendo che ) sta a [] (che silegge “produttoria”) come la somma
sta al prodotto, in quale modo possiamo anche scrivere i numeri

n n
Mo e TTw
m=0 m=1
Risposta 2.7: 0 ed n!.

Dopo aver lavorato un po’ con le sommatorie, siamo finalmente in grado di affrontare
il problema di dimostrare la (2.5) per ogni n in N. Come abbiamo detto (ammaestrati
anche dall’Esercizio 2.3), il fatto di verificare che la (2.5) & vera per qualche valore di n
non implica in nessun modo che lo sia per tutti. Possiamo pero fare un ragionamento
differente: supponiamo di aver — con lunghi e laboriosi calcoli — dimostrato che la
formula e vera per un certo valore di n, e proviamo ad usare questo fatto per dimostrare
che la formula ¢ valida per n + 1. In altre parole, invece di sviluppare (a + b)"*!, e
di verificare successivamente che lo sviluppo che otteniamo e proprio quello dato dal
secondo membro della (2.5) con n sostituito da n+ 1, proviamo ad usare 'informazione
— gia nota — che (a + b)" ¢ esattamente uguale al secondo membro della (2.5). Per
utilizzare quello che gia sappiamo, basta osservare che se

wror =35 (),

m=0

allora
(a+mwizm+bﬂa+w”:@HJﬁ§:(n>d%mw.

Distribuendo la somma,

(CL + b)n-i—l _ Z (::L) an—m—i—l b 4 Z (Z) a®m bm+1.
m=0

m=0

Lavoriamo sulla prima sommatoria, isolando il primo termine:

. n n—-m+1m __ n n+1 - n n—m+1 1m
Z(m)a b = (0)a —i—Z(m)a b

m=1

n
n _
— an+1+ § ( >an m+1bm.
m
m=1



2. CALCOLO COMBINATORIO. PRINCIPIO DI INDUZIONE. 12

Nella seconda sommatoria, isoliamo 1'ultimo termine,

n n—1
n n n
§ n—m bm-l—l — E : n—m bm+1 bn+l

n—1
n n—m pm-+1 n+1
= E a b + 0",
m
m=0
e successivamente osserviamo che, se chiamiamo m + 1 = p, quando m si muove da 0
an — 1, psi muove da 1 a n e quindi, sostituendo m con p — 1,

n

- n n—m im+1 __ n n—p+1 n+1
Z(m)a b —Z(p_1>a PEEpP 4+

m=0 p=1
Ricordando che l'indice di sommatoria ¢ “muto” (si veda I'Esercizio 2.4), possiamo
riscrivere la formula precedente scrivendo m al posto di p*?), ottenendo

i <:;L) avm bm+1 — i (mi 1) anfm+1 pm 4 bﬂ+1 ]

m=0 m=1

In definitiva, abbiamo

n+l __ . n n—m+1 1m . n n—m im+1
(a+ D) = Z(m>a b +Z(m>a b
m=0 n m=0
— n+1 n n—m-+1 bm
DY (m) a
+ Z n an—m—i—l b 4 bn—i—l
= \m— 1

_ n+1 - n n n—m+1 pm bn—l—l
e 2 |() < () e
n+1)

Grazie alla formula (2.4), il contenuto delle parentesi quadre non ¢ altro che ("F
quindi

, €

_ 1
(@+b)" =a" 4+ (n * ) a4 gt
m
m=1

Dal momento che i coefficienti di a"*! e b"*! si possono scrivere rispettivamente come

(") e come (77

pizzico di orgoglio — che

n+1
1
(at+b =3 (” - ) ",

m
m=0

), possiamo raccogliere tutto insieme ed affermare — non senza un

e questa ¢ esattamente la formula (2.5) con n sostituito da n + 1.

Ricapitolando: se la (2.5) vale per un certo valore di n, allora vale anche per il
successivo. Il che vuol dire che abbiamo finito: siccome la formula e vera per n = 0
(non si tratta di niente altro che dell’identita (a + 0)° = 1), allora lo sard per n =1, e
siccome e vera per n = 1, lo sara per n = 2, e siccome ¢ vera per n = 2, lo sara anche
per n = 3, e cosi via... La (2.5) & vera per ogni n in N!

(12)Questa operazione di “cambio di indici” ¢ abbastanza frequente, per cui cercate di capire bene
cosa sta succedendo!
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Ne siamo proprio sicuri? In altre parole, la frase “e cosi via...” € matematicamente
accettabile? Dire che una determinata proprieta, una formula, vale “per ogni n in N”
vuol dire fare un’infinita di affermazioni: chi puo controllarle tutte? Per ovviare al
problema di verificare la (2.5) per ogni n, abbiamo “inventato” una via alternativa:
quella di supporre la formula vera per un certo valore di n, e di dedurre da questo fatto
la veridicita per n + 1; questo fatto, unitamente al verificarsi della formula per n = 0,
ci ha portato a concludere che la formula era vera per ogni n usando la frase “e cosi

b2

via. .

(13) perché

Ahimé, nel mondo della matematica gli “e cosi via...” non sono accettati
le proprieta (soprattutto quelle che coinvolgono infiniti elementi) devono essere dimo-
strate. Ovvero, ci serve un meccanismo matematicamente corretto che permetta di
concludere che se la (2.5) ¢ vera per n = 0, e se dal supporla vera per n segue che ¢
vera per n + 1, allora la (2.5) ¢ vera per ogni n.

Tale strumento esiste, ¢ chiamato induzione matematica, ed ¢ il soggetto del
prossimo teorema, chiamato il Principio di induzione.

Prima di enunciare il risultato, facciamo un’osservazione importante. Dalla dimo-
strazione che segue, si vede come il principio di induzione sia una conseguenza diretta
del principio di buon ordinamento. Ma e vero anche il contrario: partendo dal principio
di induzione € molto facile dimostrare la validita del principio di buon ordinamento.
In altri termini, i due principi sono equivalenti. Questo vuol dire che, nella costruzio-
ne della nostra teoria, possiamo prendere come assioma indifferentemente uno dei due
principi. Naturalmente, a questo punto 'altro principio si puo dimostrare e diventa un
teorema vero e proprio.

TEOREMA 2.8. Sia P(n) una proprieta, dipendente da un indice naturale n, tale
che
i) P(0) é vera;
ii) se P(n) é vera, allora P(n + 1) é vera.
Allora P(n) é vera per ogni n in N.
Dimostrazione. Definiamo
F={neN:P(n)efalsa},

e dimostriamo che F' ¢ vuoto. Supponiamo per assurdo che F' non sia vuoto, e ve-
diamo come da questo fatto si ottenga una contraddizione. Dal momento che F' & un
sottoinsieme non vuoto di N, per il principio del buon ordinamento (Teorema 1) esso
ammette minimo. Esiste cioe m in F' tale che m e piu piccolo di tutti gli elementi di
F'. Dal momento che m appartiene ad F',

P(m) ¢ falsa.

Inoltre, m non & zero (perché, per la i), 0 non appartiene ad F'). Ne segue che i — 1 &
un numero naturale (perché m ¢ almeno 1), e che P(m — 1) ¢ vera (dal momento che
m — 1 non appartiene ad F'). Ma allora, per la ii),
P((m—1)+1) =P(m) ¢ vera.
(13) Anche nella vita reale: il tacchino induttivista di Bertrand Russell sostiene: “Tutti i giorni mi
hanno dato da mangiare; quindi anche domani mi daranno da mangiare”; ma il giorno di Natale. ..
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Siamo cosi arrivati ad un assurdo, generato dall’ipotesi che F' non sia vuoto. [

Si osservi che la proprieta chiave, quella che fa “scattare” il meccanismo dell’“e cosi
via...”, ¢ laii), ed & dunque necessario comprendere che cosa richieda. Affinché la ii)
sia vera, non si deve dimostrare che P(n) e P(n + 1) sono vere, ma che dal supporre
P(n) vera, segue che P(n + 1) & vera. In altre parole, si deve trovare un modo di far
“comparire” la proprieta P(n) all'interno della dimostrazione della proprieta P(n +
1). Per meglio comprendere il meccanismo dell’induzione matematica, dimostriamo il
seguente teorema.

TEOREMA 2.9 (Disuguaglianza di Bernoulli). Sia h > —1. Dimostrare che per ogni
n in N si ha

(2.6) (1+Rh)">1+nh.

Dimostrazione. La proprieta P(n) ¢ dunque la (2.6). Se n = 0 la (2.6) diventa
(1+h)°=1>1=1+0h, ed ¢ dunque vera; pertanto, la i) ¢ soddisfatta. Supponiamo
ora che la (2.6) sia vera per un certo valore di n, ovvero che

(2.7) (14+h)">1+nh.

Prima di procedere, cerchiamo di capire che cosa stiamo facendo: e chiaro che si po-
trebbe dire che la (2.7) ¢ “esattamente” la (2.6), e che quindi stiamo usando la tesi

(1) In realtd, non c¢’¢ alcuna contraddizione: non stiamo usan-

per dimostrare la tesi
do la (2.7) per dimostrare la (2.6), ma la stiamo supponendo vera, e la useremo per
dimostrare la (2.6) per n 4+ 1. In altre parole, non stiamo dimostrando che “(2.6) ¢
vera”, ma che “se (2.7) € vera per un certo valore di n, allora & vera anche per il valore

successivo”. Proseguendo nella dimostrazione, si ha
(1+h)" = (1+h)(1+h)"

14h>0
[per 1+a_(2-7)] (1+h) (1+nh)
[sviluppando il prodotto] = 1+ (n+1)h+ nh?
nh*>0] > 1+ (n+1)h,

che ¢ esattamente la (2.6) con n sostituito da n + 1. Abbiamo cosi dimostrato che

Vv

P(n) vera = P(n+1) vera.

Per il principio di induzione, la (2.6) & vera per ogni n in N. ]

TEOREMA 2.10 (Sviluppo del binomio).

(2.5) (a+b)"=Y" <;> " ™bm,  VneN.
m=0

OSSERVAZIONE 2.11. Nello sviluppo di (a+b)*, da dove viene il coefficiente di a* b*?
Se scriviamo
(a+b)'=(a+b)(a+b)(a+Db)(a+b),
¢ evidente che, per ottenere a? b dobbiamo “scegliere” 2 volte a e 2 volte b nei quattro
fattori a +b. In quanti modi diversi possiamo farlo? Abbiamo 4 “caselle”, numerate 1,
2, 3 e 4 (i fattori del prodotto), e dobbiamo sceglierne due (dalle quali prenderemo il

(14)ge volete, che ci stiamo mordendo la coda!
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fattore b), indipendentemente dall’ordine, dato che la moltiplicazione ¢ commutativa.
Questo problema e lo stesso del determinare quante coppie di due numeri si possano
estrarre dalle cifre 1, 2, 3 e 4, e gia conosciamo la risposta: (;l) A questo punto e chiaro
perché il coefficiente di ¢~ 0™ & (:L) . per ottenere a™~™ b™, dobbiamo scegliere m volte
b da n fattori, indipendentemente dall’ordine. . .

ESERCIZIO 2.12. Dimostrare la (2.6) nel caso h > 0 usando la (2.5).

Risposta 2.12: Usando la (2.5) si ha

n

(1+mnz§:(Z)ﬂ”wmzl+nh+§é(;)MV
m=2

m=0
Dal momento che il valore della somma ¢ non negativo (perché h & maggiore o uguale a zero),

si ha la (2.6).

Dellinduzione matematica si pud dare una forma piu debole (di dimostrazione
analoga), che risponde alla necessita di verificare che una determinata proprieta valga
per ogni n maggiore di un certo ny fissato.

TEOREMA 2.13. Sia P(n) una proprieta, dipendente da un indice naturale n, tale
che esiste ng in N per cui

i) P(no) & vera;
ii) se n > ng, e se P(n) é vera, allora P(n + 1) é vera.

Allora P(n) ¢ vera per ognin in N, con n > ny.
EsErcIz1O 2.14. Si dimostri, per induzione, che
n 2
Z m="r + o , Vn e N,
2 2
m=0
n 3 2
n° n
2 Vn €N,
Vn € N,
2
m? = ( m) , VneN,

1_
se q # 1, q:—q, Vn € N.

Risposta 2.14: Se n = 0 abbiamo 1 = 1, che & vera. Se supponiamo 'uguaglianza vera
per n, 'uguaglianza per n + 1 diventa

n+1 n
1— qn+1 1— qn+2
D e I A e Ll
—q 1—g¢q
m=0 m=0

come volevasi dimostrare.
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EsERciz1O 2.15. Si dimostri, per induzione, che
2
(”) >9"  WneN,

n
nl > 21 VneN,
n" > 2" lpl, VneN, n>1,
determinare ng tale che n™ > 2" n!, VneN, n>ng.

Risposta 2.15: 3) se n = 1, la disuguaglianza si riduce all’identita 1 = 1, ed ¢ pertanto
vera. Supponiamo ora che sia vera per un certo n; la disuguaglianza per n+1 & (n+1)"*! >
2" (n+1)!. Dal momento che 2" (n+1)! = 2(n+1) [2""! nl], ed essendo per ipotesi induttiva
2"~ pl < n™, avremo dimostrato la nostra disuguaglianza se dimostreremo che

(n+1)"" >2(n+1)n" < (n+1)" >2n".
Ricordando la (2.5), abbiamo

(n+1)" = zn: (;) ptTm M = (g) n" + G) n" mi; (;) nnm,

m=0

Essendo (8) =1,e (?) = n, ed essendo tutti i termini della sommatoria non negativi, si ha

(n+1">n"+nn""! =2n",

che & quanto si voleva dimostrare. 4) ng = 6 (65 = 46656 e 266! = 46080, mentre 5° = 3125
e 2° 5! = 3840).

3. I razionali.

Come abbiamo visto, i numeri interi vengono introdotti per poter ben definire la
sottrazione tra due numeri naturali. Una volta introdotti, ad ogni numero intero n
viene associato un inverso (—n), con la proprieta che n + (—n) = 0, I’elemento neutro
dell’addizione. Ora, tra numeri interi abbiamo definito un’altra operazione, il prodotto,
che ha come elemento neutro il numero 1. Dato un numero intero n, esiste un numero
intero m che ne sia I'inverso rispetto al prodotto, cioe tale che n-m = 17 A meno che il
numero n non sia £1, la risposta € no. Se, ad esempio, n = 2, non esiste alcun numero
intero m tale che 2-m = 1. Ed infatti, se m fosse positivo, sarebbe 2-m > 2 > 1, se
m fosse negativo, allora 2 -m < —2 < 1, mentre se m = 0siha2-m =0 < 1. Lo
stesso ragionamento si puo ripetere per n qualsiasi (diverso da +1). In altre parole,
I’operazione di inversione rispetto al prodotto non e ben definita all’interno di Z.

A questo punto, scartata 'idea di lasciare tutto cosi com’e, anche perché alle volte
e necessario “dividere” (ovvero “fare le parti”), ragioniamo come abbiamo fatto nel
passaggio da N a Z: aggiungiamo tutte le quantita mancanti. Quello che otteniamo e
I’insieme dei numeri razionali:

(3.1) Q:{g,peZ,qGN\{O}}-

D’accordo, adesso abbiamo definito Q, ma cosa vuol dire ’a’? Che “numero” &7 Per ca-
pirlo, torniamo alla rappresentazione di N sulla retta. Se, per il momento, supponiamo
p > 1, possiamo rappresentare p come un punto sulla retta, a distanza p dall’origine
(nel senso che per trovare p dobbiamo effettuare p salti partendo da 0). Analogamente,
g € un altro punto sulla retta. Per comodita, lo rappresentiamo su una seconda retta,
sghemba rispetto alla prima, con l'origine in comune. Congiungiamo ora il punto p con
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il punto ¢, e tracciamo, dal punto 1 sulla retta che contiene il punto ¢, la parallela alla

retta che congiunge p con q. Questa retta tagliera la retta che contiene p in un punto,

che per noi ¢ §. D’ora in poi il numero razionale % sara il punto cosi costruito sulla

retta.

%)
%)
)
)
9]

)

+

o 4
NI
—_
[\
w
W
ot

Lo stesso ragionamento si puo ripetere nel caso in cui p sia negativo.

Ricordando il Teorema di Talete™® ¢ facile verificare (ad esempio dalla figura) che

sommando ¢ volte %’ (ovvero, facendo ¢ salti sulla retta di lunghezza §> si ottiene

p. Come conseguenza, se n > 1, moltiplicando n per L si ottiene 1, e quindi L &
n n

I’inverso moltiplicativo di n, mentre 'inverso moltiplicativo di —n e _71 (per mantenere

la convenzione che vuole denominatori non negativi). Un modo alternativo di indicare

% ¢ scrivere n~!

1

. In questo modo si conserva la regola dei prodotti di potenze con la

stessa base: n!-n~! = n!~! =n’ = 1. Analogamente, n=™ & I'inverso moltiplicativo di

n™, ovvero — (ovviamente, deve essere n # 0).
Dati due numeri razionali § e %, si puo stabilire sempre se uno dei due ¢ maggiore
dell’altro:

> &= p-s>r-q.

3
®w |3

(15)Un fascio di rette parallele tagliato da due trasversali stacca su di esse segmenti a due a due

proporzionali.
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Dati due numeri razionali, sono ben definiti sia la somma, che il prodotto:

p+r_p~s—|—7’-q p r_p-r
¢ s g g s q-s

L’inverso additivo di 2 & =P, mentre I'inverso moltiplicativo di £ (con p # 0) & 1 (se

p > 0), oppure :—Z (se p < 0).

L’insieme degli interi Z e un sottoinsieme di Q; infatti, se m & un intero, allora
¢ facile vedere che la costruzione geometrica precedente restituisce m se si calcola il
numero razionale 7.

Abbiamo dunque definito i razionali rifacendoci alla loro rappresentazione sulla
retta; una tale definizione, anche se ci permette di “misurare” i razionali, € pero molto
poco pratica per lavorare: non ¢ immaginabile dover prendere una riga ed un compasso
tutte le volte che e necessario fare un’addizione. In altre parole, vogliamo un modo piu
comodo, possibilmente svincolato dalla rappresentazione geometrica dei razionali, per
“scrivere” §. Tale modo ¢ — ovviamente — la rappresentazione decimale.

Come possiamo scrivere la rappresentazione decimale di 2, partendo da p e ¢7

q7
Iniziamo a trattare il caso p > 0. Innanzitutto, ¢ sempre possibile scrivere p come

p=m-q+r;conmin N, r;in Ne0<r <qg—1. Ad esempio,
10=3-34+1, 23=0-43+23, 31=5-6+1.

Il numero intero m viene detto parte intera di §, e viene di solito indicato nel seguente

-l

Dividendo la relazione p = m - g + r1 per g si ottiene § =m+ %1. Essendo 0 < %1 <1,

modo:

ne segue che m ¢ il piu grande intero minore di §. Esaminiamo ora la frazione %;

se r1 = 0, abbiamo finito: g = m e gia un numero intero, e con gli interi sappiamo
lavorare. Se r; > 0, consideriamo il numero intero 10 - 7,19, e scriviamo anch’esso
nella forma 10 -1y = dy - q+ 19, con dy e 79 in N, e 0 < 9 < ¢ — 1. Essendo
0<10-7 <10-(¢—1) < 10-¢q, d; sara un numero compreso tra 0 e 9: ovvero, una
cifra decimale. Se r9 = 0, ci fermiamo, mentre se r, > 0 andiamo avanti, scriviamo
1079 = dy-q+73, ed otteniamo una seconda cifra compresa tra 0 e 9, dy. Proseguendo,
a meno di non trovare uno degli r; = 0, otteniamo ds, d4, d5 e cosl via.

E cosi via... Se cosi fosse, avremmo peggiorato la situazione: se nessuno degli r;
e zero, staremmo associando ad un numero razionale § un numero intero m, e poi
“infinite” cifre dy, ds, ds, ..., tutte comprese tra 0 e 9. Il che vuol dire che, invece di
portarci appresso una riga ed un compasso, dovremmo portarci appresso molta, molta
carta per scrivere tutte le cifre d;'". Fortunatamente, non c¢’¢ bisogno di calcolare
infinite cifre d; per “conoscere” il numero razionale §, perché le cifre d; si ripetono da
un certo punto in poi. Vale a dire che — se nessuno degli r; € zero — esistono due indici
j e k (dipendenti da p e ¢) tali che d; = d;4; per ogni ¢ > k. Perché? Perché le cifre
d; sono determinate dagli r;: ricordiamo che d; non ¢ altro che la parte intera di %;
pertanto, se esistono j e k tali che r; 4 = 7, si avra sia d; = dj, che 74541 = Tp41, €

(16)La scelta di 10 - r1 ci porta ai numeri decimali. Se avessimo scelto 2 - r; avremmo avuto la
rappresentazione binaria, eccetera.

(7 Per non parlare del tempo necessario a calcolare la somma di due razionali. . .
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quindi le cifre decimali inizieranno a ripetersi nello stesso ordine. Siccome, qualsiasi sia
1,81 ha 0 < r; < q—1, ne segue che i “resti possibili” sono al massimo ¢ — 1; pertanto,
dopo aver calcolato al pit ¢ — 1 cifre decimali, uno dei resti “dovra” ripetersi, e con
loro le cifre decimali di §.

Possiamo allora affermare che, dato un qualsiasi numero razionale § positivo, esi-

stono un intero m ed un numero finito d;, d, ..., d; di cifre comprese tra 0 e 9 tali
che
2—9 = m, d1d2d3 e dj_ldj()
q
oppure
1—) =1m, d1d2d3 Ce dk—ldkdk+1 Ce dj—ldjdk dk+1 ... per qualche k Z 1.
q
Nel caso in cui le cifre dy, ..., d; si ripetono, scriviamo
p
a =m, d1d2d3 ce dkfldkdk+1 c djfldj .

Le cifre d; ...d_, si dicono antiperiodo, mentre le cifre dj, ... d; si dicono periodo
del numero razionale g. Se lo sviluppo ¢ della forma m, d; . .. d;0, possiamo considerarlo

periodico con periodo 0:
m,dl...dj() :m,dl...djﬁ,

anche se in genere il periodo 0 si omette.

Ad esempio,
1:0256:025 1203 1:()142857
4 ’ 3 T ’ ’
230 1
0 = 1,35882352941176470 , 0= 0,526315789473684210 .
Se il numero razionale considerato e negativo, ovvero se p < 0, la rappresentazione

decimale di § si ottiene scrivendo la rappresentazione decimale di —§ (o, meglio, di

~P) e “cambiando segno”. Ad esempio, —+ = —0, 3.
q 3

A questo punto le operazioni con i razionali (somma, prodotto, confronto) si possono
eseguire “manipolando” opportunamente le cifre decimali; ad esempio, si puo stabilire
quale tra due numeri razionali sia il piu grande.

DEFINIZIONE 3.1. Dati due numeri razionali non negativi § e £ con rappresentazione
decimale

—m,dydods .. .dy..., —=m ddyd,...d,...,

S

wls Q|3

diremo che § > L se m > m/, oppure se m = m’ ed esiste j > 1 tale che d; = d;

per ogni i < jma d; > dj. Se 2 >0e . <0, allora sara £ > * (indipendentemente
q S q S

dalla rappresentazione decimale: ¢ il “segno” a decidere I'ordine). Se sia § che = sono

negativi, avremo

r

gz—mdﬂﬂyu%”w == -, dydyds ... d, ...

e diremo che 2 > = se m < m/, oppure se m = m’ ed esiste j > 1 tale che d; = d, per
q s i

ogni i < j ma d; < dj.
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Ad esempio, 1,23456 > 1,2345 e —1,2345 > —1,23456. L’ordinamento cosi definito
e compatibile sia con 'ordinamento definito precedentemente, sia con ’ordinamento
stabilito dalla rappresentazione dei razionali come punti sulla retta.

Supponiamo ora di aver preso un razionale §7 di aver eseguito il procedimento
precedente, e di aver ottenuto la rappresentazione decimale g =09 E possibile
arrivare ad una rappresentazione siffatta, o abbiamo commesso un errore? Se abbiamo
ottenuto 0 come parte intera, questo vuol dire che p = 0- ¢ + r1, e quindi r, = p.
Siccome la prima cifra decimale ¢ 9, allora 10-p = 9 - ¢ 4 r9; essendo anche la seconda
cifra decimale 9, abbiamo 10 -7, =9 - ¢ + r3, e quindi

100-p=90-¢q+10-79=90-¢+9-q+1r3=99-qg+7r;3.
Continuando, troviamo
1000-p =999 -q+ry, 10000 -p =9999-q+ 75,
e, in generale,
(3.2) 10" -p=(10"=1) - ¢+ 7ps1, Vn>1.
EsEeRrcizio 3.2. Sapendo che, per ognin > 1, 10-r, =9 - ¢+ r,41, dimostrare per

induzione la (3.2).

Risposta 3.2: Se n =1, la (3.2) & vera. Supponiamo che sia vera per un certo valore di
n. Essendo 10 - rp41 =9 - ¢ + rp42 per ipotesi, si ha
10" p = 10- (10" —=1)-q+10- 7,41
= 10" g —10-q+9-q+7Tno
(10" = 1) - g + s,

come volevasi dimostrare.

Dividiamo ora la (3.2) per 10"; otteniamo

q Tn—f—l rn—f—l (]
P=0= 5 T pn P=4= 750 ~ 10n

Prendiamo ora n tale che 10" > ¢ (ricordiamo che ¢ ¢ fissato una volta per tutte); una

tale scelta di n e semplice: basta infatti contare le cifre di ¢ — siano esse m — e scegliere

n = m. Siccome 10" > ¢, allora ;&7 < 1; d’altra parte, essendo 0 < 1,1 < ¢ — 1, si ha
il < 1. Di conseguenza
107 : . q
n+1
- - <1
0 107
Essendo pero p — ¢ = 55+ — & un numero intero, I'unica possibilita ¢ p — ¢ = 0,

ovvero p = q. Ma se p = ¢, il procedimento per il calcolo dell’espansione decima-

le di g da 1, non 0,9! In altre parole, scrivendo lo sviluppo decimale di un qual-
siasi razionale g, non troveremo mai 0,9; in realta, non troveremo mai uno svilup-
po della forma m,d;...d;9. Alternativamente, non tutte le “stringhe” della forma
m,didads ... dp_1dgdiyy ... dj—1djdg diyq ... sono ottenibili tramite lo sviluppo di un
numero razionale: mancano quelle di periodo “9”.

Siano ora %’ = % =0,3e=2=0,6. Se calcoliamo §+§ = %—i— %, troviamo

s 3
ovviamente 1, ma se sommiamo gli sviluppi decimali troviamo 0,9, ed abbiamo appena
visto che questo non ¢ uno sviluppo “ammissibile”. Come fare? Ci serve un mecca-

nismo che ci permetta, dato lo sviluppo decimale (dato anche uno sviluppo decimale
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“scorretto” come 0,9), di risalire al razionale che lo ha generato (o ad un razionale
“compatibile” con le operazioni che hanno generato lo sviluppo scorretto). Il metodo

e noto, ed e il seguente: sia m,didads ... dy_1dgdi11 ... dj—1d; uno sviluppo decimale
periodico. Il numeratore della frazione § che “corrisponde” allo sviluppo dato si ottiene
considerando il numero intero

P = md1d2d3 ce dkfldkdk+1 c. djfldj — md1d2d3 e dk,1 N
mentre il denominatore ¢ ¢ il numero intero
j — k volte k — 1 volte
—— ——
qg= 99...99 00...00

Ad esempio,
3—-0 3

142857 — 0 142857 1

_ 1
— 22 142857 = = ==
0. 9 9 3’ 0, 142857 999999 999999 7’
[§
— 116—-11 106 7 - 9-0 9
11:—:—:— :—:—:1‘
16 90 90 6’ 0.9 9 9

In generale, se lo sviluppo decimale & m,d; ...d,9, con d,, < 9, allora la procedura
appena descritta costruisce il numero razionale

p  mdy...(dg+1)

dove al denominatore sono presenti esattamente k zeri. Infatti,

m,dl...de = 900
N 90...0
N 90...0 N 10...0 ‘

Ad esempio, 1,2349 = 1, 235.
Si noti che la procedura di “ricostruzione” di § a partire da uno sviluppo decimale
funziona anche se lo sviluppo € errato: ad esempio,

0.12323 — 12323 — 123 _ 12200 _ g’ 0.193 — 123 -1 _ g
9900 9900 99 99 99

In definitiva, ad ogni numero razionale della forma § puo essere associato uno

sviluppo decimale periodico “ben formato” (ovvero, con un periodo diverso da 9),

mentre ad un qualsiasi sviluppo decimale periodico puo essere associato un numero
razionale, che perd non ¢ unico: a 1 = 1,0 e a 0,9 corrisponde lo stesso numero, che
¢ pero compatibile con le operazioni algebriche eseguibili con i razionali: ad esempio
1=3- % =3-0,3=0,9. Che cosa ¢ la rapresentazione decimale di un razionale della
forma %’? E un oggetto che racchiude in sé le proprieta di § e che “misura” la distanza
del punto %’, costruito come spiegato all’inizio, dall’origine (cosi come un qualsiasi
numero naturale misura la distanza dall’origine). E la misura in modo tale che se * ¢
un altro punto sulla retta, a sinistra di §, allora il numero ottenuto rappresentando §
in forma decimale ¢ minore del numero ottenuto rappresentando .

Osserviamo infine che mentre esiste il pitt piccolo naturale maggiore di zero (ed e
1), non esiste il primo numero razionale maggiore di zero. Se, infatti, supponiamo che
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esista, sia esso ’7;; ebbene, considerando q_’%l si ottiene un numero razionale positivo

(perché p & non negativo), ma minore strettamente di £ dal momento che p- (g+1) =
p-q+p>p-q. Se pensassimo che questo nuovo numero razionale fosse il piu piccolo

. . o » R
maggiore di zero, potremmo sempre ottenerne uno pitt piccolo prendendo -3 € cosl
via...(™ Non solo: dati comunque due razionali diversi § < %, esiste sempre un

razionale compreso tra i due:

come si verifica facilmente. Questo vuol dire che se tentassimo una rappresentazione
grafica dei razionali come abbiamo fatto con gli interi, dovremmo avere a disposizione
un computer (o un pittore) in grado di disegnare linee estremamente sottili: tali che,
tra due di esse, se ne deve poter mettere sempre un’altra. In altre parole, continuando
ad ingrandire la nostra rappresentazione, non arriveremo mai ad una situazione simile
a quella dei naturali, con dei “salti” discreti.

A questo punto, c¢i poniamo una domanda: prendiamo, su una retta sulla quale
siano stati fissati 0 ed 1, un punto qualsiasi: esistono p e ¢ tali che la procedura
geometrica spiegata in precedenza “costruisca” questo punto? Altrimenti detto: presa
una lunghezza qualsiasi sulla retta, questa lunghezza e rappresentata da un razionale?

EsErcizio 3.3. Prima di andare avanti, provate a rispondere alla domanda prece-
dente, ragionando non sui razionali come “punti sulla retta”, ma come sviluppi decimali:
quale numero razionale (se ne esiste uno) corrisponde allo sviluppo

nzeri n-+1 zeri
—~ —~
0,10100100010000...10...01 0...0 1...,

o allo sviluppo

0,12345678910111213141516 ... n(n + 1)(n +2)...?

Risposta 3.3: Dato che ogni razionale da luogo ad uno sviluppo decimale periodico, e
non essendo i due sviluppi precedenti periodici, se ne deduce che nessun razionale li genera.
Cosa sono, allora?

4. Non tutto cio che é reale é razionale.

Costruiamo un quadrato di lato 1, con uno dei lati coincidente con il segmento
unitario dell’asse dei numeri razionali, e disegnamone la diagonale. Riportiamo la
diagonale sull’asse dei numeri, e chiediamoci se I’estremo destro del segmento cada o
meno su di un razionale.

(18)81, questa volta ¢ lecito dire “e cosi via ...”!
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0 1 ?

Quanto e lunga la diagonale? Usando il teorema di Pitagora, sappiamo che il
quadrato costruito sulla diagonale ha come area la somma delle aree dei quadrati
costruiti sui due lati del quadrato. Essendo il quadrato unitario, il quadrato costruito
sulla diagonale ha area 2. Pertanto, la lunghezza della diagonale ¢ tale che, elevata
al quadrato, vale 2. Supponiamo ora che tale lunghezza sia un numero razionale %’.
Pertanto, f}’—z = 2, da cui segue che p? = 2¢?, ovvero che p? ¢ pari. Dal momento che il
prodotto tra due numeri dispari ¢ sempre un numero dispari, dall’essere p* pari segue
che anche p e pari, e quindi p = 2p;, con p; un numero intero strettamente minore
di p. Sostituendo nella relazione p*> = 2¢?, si ottiene 4p? = 2¢* e, dividendo per 2,
q®> = 2p?. Ripetendo il ragionamento precedente, se ne deduce che ¢ & pari, e quindi
qg = 2q;, con ¢; numero intero strettamente minore di q. Ri-sostituendo, otteniamo
(dopo aver diviso per due) che p? = 2¢2, ovvero che % = 2. Ricapitolando, dati p e
q interi e tali che 2_2 = 2, abbiamo trovato 1 < p; < p e ¢ < q tali che Z—? =2 E
evidente che possiamo allora ripetere il ragionamento precedente, e determinare altri
due numeri interi 1 < py < p; e ¢o < ¢ tali che % =2 epoil <p3<preqs <q
tali che z—g = 2 e cosi via. Il difetto del ragionamento consiste nel fatto che di numeri
naturali p; che verificano la disuguaglianza 1 < p; < p ne esistono esattamente p — 1, e
che quindi non e possibile continuare a far decrescere indefinitamente i numeratori p;:
ad un certo punto uno dei p; non puo esistere. Il fatto che non esista discende dall’aver
supposto che esistano p e ¢ tali che g—i = 2, ovvero che la lunghezza della diagonale del

quadrato di lato 1 sia un numero razionale.

ESERCI1ZIO 4.1. Sia m un numero naturale che non sia un quadrato perfetto (ovvero

tale che non esista n in N per il quale n? = m). Dimostrare che non esistono p e ¢ in

2 & un quadrato perfetto, & sufficiente scegliere p = n e

Ntalichez—z:m(sem:n
g = 1). Suggerimento: fattorizzare m, ed osservare che esiste almeno uno dei fattori
primi di m che compare con un esponente dispari; dimostrare successivamente che p e
multiplo di questo fattore, da cui. ..

Risposta 4.1: Scriviamo m = mg-m(’-mi* -...-m;*, con m; primo per ogni i, m; # m;
per @ # j, 1o pari e gli r; interi qualsiasi. Dimostriamo che p & divisibile per mg. Scriviamo

p=rkmo+r, con0 <r <mg—1. Allora p* = k?m2 +2kmor +7? = mg-mg’ -mi*-...-mi*¢?,
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da cui segue che
mo(k*mo + 2kr —m{® -mit . ompkg?) + 12 =0.
Dividendo per mg, e cambiando segno si ottiene

2
r

— 70 T1 Tk 2 2
m—o—m0 smyt - .oomyrqt — kK mo — 2k,

e quindi ;To ¢ un intero. Ne segue che mg divide 72, ed essendo mq primo, mg divide r, il che
¢ possibile, essendo mg > r, se e solo se r = 0. Ma allora p = kmyg. Sostituendo, si trova

k*m§ =mo -m{® -mi' - ..ompFgt.

Osservando che k? ha solo potenze pari di mg (0 non ne ha nessuna), e a destra essendo
presente una potenza dispari di my, si ottiene
1 Tk 2 _ 50 1.2
my' - omFqT = momy’ kY,

da cui segue (analogamente a prima, ed usando il fatto che gli m; sono a due a due distinti),
che anche ¢ deve essere un multiplo di mg.

Pertanto, non tutto quello che possiamo “costruire” puo essere misurato con i nu-
meri razionali: alcune quantita, come la lunghezza della diagonale di un quadrato di
lato 1, non possono essere rappresentate mediante un numero razionale.

Dal momento, poi, che ogni razionale della forma £ genera una rappresentazione

q
decimale periodica, ¢ chiaro che se vogliamo rappresentare come numero la lunghezza
della diagonale del quadrato di lato 1, dovremo ricorrere ad una lista di decimali che

“non si ripetono”; ad esempio, a qualcosa del tipo
1,41421356237309504880168872420969807856967187537694 . . .

Vedremo nel prossimo paragrafo come risolvere il problema.

EseErcizio 4.2. Sapendo che la diagonale del cubo ¢ un numero il cui quadrato ¢
3, quale diagonale ha una lunghezza il cui quadrato e n?

Risposta 4.2: Quella del cubo n dimensionale, qualsiasi cosa esso sia. ..

5. I numeri reali.

Riassumiamo quello che abbiamo scoperto sul concetto di numero. Siamo partiti
dai numeri naturali, che non abbiamo veramente definito ma piuttosto richiamato
alla mente basandoci sulla nostra intuizione degli insiemi con un numero finito di
oggetti. Su N abbiamo considerato le operazioni di somma e prodotto, che non ci
costringono a uscire da N; se invece vogliamo calcolare la differenza di due naturali,
siamo portati naturalmente a concepire un insieme piu grande di numeri interi relativi
Z. Somma, prodotto e differenza hanno senso su Z e non ci costringono a uscire da
Z. Se pero vogliamo dare un significato al rapporto di due numeri interi, dobbiamo
estendere ulteriormente il nostro insieme di numeri e arriviamo ad immaginare 1’'insieme
Q dei numeri razionali; possiamo estendere a Q somma, prodotto e differenza, e in piu
possiamo definire il rapporto di due numeri razionali qualunque (purché il denominatore
non sia nullo) e quindi in particolare anche di due numeri relativi.

Infine abbiamo descritto due metodi per visualizzare in modo unitario e studiare le
proprieta degli insiemi di numeri che stiamo costruendo:
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e metodo geometrico: abbiamo identificato N, Z, @@ con sottoinsiemi di una
retta della geometria euclidea, cioe con le lunghezze dei segmenti dati dalle
costruzioni della geometria euclidea. Oltre a fornirci una potente intuizione
su come sono fatti i nostri insiemi, questo punto di vista ci ha rivelato che
I'insieme @Q, per quanto sia “molto fitto” nella retta, non e ancora sufficiente
per descrivere tutte le lunghezze dei segmenti che compaiono nelle costruzioni
geometriche, persino quelle semplicissime come la diagonale di un quadrato.
Questo probabilmente ¢ il punto di vista piu antico sui numeri (quello dei
geometri greci).

e metodo decimale: il grosso vantaggio di questo metodo e che ci consente di
maneggiare i numeri concretamente, operare su di essi e confrontarli, tutte cose
piuttosto complicate da fare usando il metodo geometrico. Anche in questo
caso, si vede chiaramente che manca qualcosa: i numeri razionali producono
sviluppi decimali periodici, e non abbiamo difficolta a immaginare la possibilita
di sviluppi decimali aperiodici. Il punto di vista decimale sui numeri ¢ molto
piu recente: fu introdotto da Simon Stevin nel 1585.

Siamo cosi portati in modo naturale a concepire un insieme ancora piu grande di
numeri che chiameremo I’'insieme dei numeri reali R. Potremmo definire ad esempio R
geometricamente come

(5.1) R = {punti sulla retta} ,
oppure potremmo dire che R e I'insieme di tutti i numeri decimali
x:a,blbgby,...bn... ,

dove la sequenza di cifre b1babs. puo essere periodica da un certo punto in poi, nel qual
caso otteniamo un numero razionale, ma puo anche non essere mai periodica, nel qual
caso otteniamo quello che si chiama un numero irrazionale.

La prima definizione & molto suggestiva (R ¢ semplicemente una retta della geo-
metria euclideal) ma come sappiamo bene il metodo geometrico non ci consente di
operare agevolmente sui numeri.

La seconda definizione ¢ abbastanza soddisfacente, e si puo tranquillamente uti-
lizzare per fare analisi senza preoccuparsi troppo del significato esatto della nostra
costruzione. Tuttavia, un vero matematico non puo essere completamente soddisfatto
neanche in questo caso. Cos’e esattamente uno sviluppo decimale non periodico? Cosa
vuol dire confrontare o sommare due sviluppi decimali? Se gli sviluppi sono periodici,
dobbiamo eseguire solo un numero finito di operazioni quindi il significato ¢ abbastan-
za evidente, ma per sviluppi non periodici dovremmo eseguire un numero infinito di
operazioni e c¢’e qualcosa di poco chiaro.

Dopo profonde riflessioni sulla natura dei numeri (anzi, di tutta la matematica),
tra la fine dell’ottocento e la prima meta del novecento i matematici si sono resi conto
che per trovare una via d’uscita soddisfacente bisogna seguire un terzo metodo: quello
assiomatico (per essere proprio sinceri, non si trattava di una completa novita dato che
anche Euclide lo utilizzava. ..). In questo punto di vista non esistono piu verita asso-
lute da scoprire; le dimostrazioni matematiche sono semplicemente delle deduzioni che
portano da un’affermazione P a un’altra affermazione ). A sua volta, 'affermazione
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P e stata dedotta da un’affermazione precedente N, N da un’affermazione precedente
M, eccetera. Naturalmente, non possiamo andare indietro all’infinito: serve un punto
di partenza, abbiamo bisogno di un certo numero di enunciati di base sui quali edificare
tutta la teoria. Questi enunciati di base sono detti gli assiomi della teoria.

Il matematico deve concentrarsi solo sulla correttezza delle deduzioni, mentre chie-
dersi se gli assiomi siano “veri o falsi” diventa un’operazione esterna alla matematica,
una riflessione sui fondamenti (e sulla psicologia umana, o sulla natura). Tutt’al piu,
dagli assiomi si pretende che siano ragionevoli, intuitivi, facili da usare, e condivisi
dalla comunita matematica. Pero nulla vieta di scegliere assiomi diversi e costruire
una teoria diversa. La teoria comunemente utilizzata oggi per fare matematica e quella
di Zermelo-Fraenkel (ZF), a cui solitamente si aggiunge 1’assioma della scelta (ZFC).

Attenzione: anche se ’approccio assiomatico risolve completamente alcuni proble-
mi, ne apre altri. Per esempio, come facciamo ad essere sicuri che gli assiomi che
abbiamo scelto non siano in contraddizione fra di loro? Questo si chiama il problema
della consistenza della teoria. Un altro problema e se gli assiomi che abbiamo scelto
siano sufficienti per dimostrare tutte le affermazioni “interessanti”; questo (all’incirca)
¢ il problema della completezza della teoria. A entrambe queste domande furono date
risposte pressoché definitive da Kurt Godel durante la prima meta del novecento.

Per i nostri scopi, partire proprio da zero (cioe dagli assiomi ZFC) sarebbe un po
esagerato, oltre che estremamente faticoso. Ci accontentiamo di partire da uno stadio
piu avanzato, ossia definiamo in modo assiomatico che cosa e I'insieme dei numeri reali.
Vediamo in dettaglio quali sono gli assiomi.

R & un’insieme su cui sono definiti i seguenti oggetti.

(1) Una addizione + che ad ogni coppia di elementi a, b in R fa corrispondere un
elemento a + b in R tale che:
(a) a+b=>b+a per tutti gli a e b in R (commutativa);
(b) a+ (b+¢) = (a+b) + ¢ per tutti gli a, b e ¢ in R (associativa);
(c) esiste un unico elemento 0 in R tale che a + 0 = a per ogni a in R (zero,
I’elemento neutro per +);
(d) per ogni a in R esiste un unico —a in R tale che a + (—a) = 0. Si scrive
anche a + (—b) = a —b.
(2) Una moltiplicazione - che ad ogni coppia di elementi a e b in R fa corrispondere
un elemento a - b in R (spesso scriveremo soltanto a b) tale che:
(a) a-b="b-a per tutti gli a e b in R (commutativa);
(b) a-(b-c)=(a-b)-cper tutti gli a, becin R (associativa);
(c) esiste un unico elemento 1 in R tale che a -1 = a per ogni a in R (uno,
I'elemento neutro per -);

Lin R tale che a-a~! = 1.

(d) per ogni a in R diverso da zero esiste un unico a~
Si scrive anche a™! = 1/a e a-b~! = a/b;
(e) a-(b+c¢c)=a-b+a-cpertutti gli a, b e cin R (distributiva).
(3) Un ordinamento totale, ossia una relazione < tra coppie di elementi di R tale
che per ogni a, b e ¢ in R si ha:
(a) se a < bea<callora a < c (transitiva);

(b) se a < beb<aallora a =0 (antisimmetrica);
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(c) si ha sempre a < a (riflessiva);

(d) per ogni coppia a e b in R si ha a < b oppure b < a (totale);
(e) se a < b allora a+ ¢ < b+ ¢ (cancellazione);

(f) se0<ae0<b, allora0<a-b.

Attenzione! manca un ultimo assioma che si chiama assioma di completezza.
Pero notiamo che se ci fermassimo qua, avremmo gia un insieme che soddisfa gli assio-
mi (1),(2) e (3): l'insieme dei numeri razionali Q. Un insieme di questo tipo si chiama
un corpo ordinato. Ma come abbiamo notato in entrambi i modelli esaminati in pre-
cedenza, fra un razionale e l'altro esistono come delle “lacune”, dei numeri mancanti.
Possiamo immaginare di colmarle prendendo tutta la retta per il modello geometrico,
o tutti i numeri decimali anche non periodici per il modello decimale. Ma se vogliamo
definire rigorosamente l'insieme dei numeri reali, € necessario aggiungere alla lista un
assioma che ci garantisca che queste lacune non esistono.

6. Max, min, sup e inf: la definizione di R

Prima di tutto dobbiamo introdurre alcuni concetti di importanza fondamentale
nel seguito. Notiamo che, partendo dalla relazione d’ordine <, gli altri simboli di
disuguaglianza si possono definire cosi: x > y significa y < z, ¢ < y significa z < y e
x # 1y, x >y significa y < x.

DEFINIZIONE 6.1. Sia E un sottoinsieme di R.

Diciamo che F ha massimo se esiste = in R tale che
1) per ogni y in F, si hay <.
2) T appartiene ad F;

Il numero reale 7 si indica anche max F.

Diciamo che F ha minimo se esiste z in R tale che
3) per ogni y in E, si ha z <y.
4) x appartiene ad E;

Il numero reale x si indica anche min F.

Di sottoinsiemi di R che ammettono minimo ne abbiamo gia incontrati: ad esem-
pio qualunque sottoinsieme non vuoto di N. Osserviamo — e ripetiamo — che se F
ammette massimo (o minimo), allora tale massimo (o minimo) ¢ unico. La proprieta
1) afferma che T e pin grande di tutti gli elementi di £ (il che non implica che ap-
partenga all’insieme); unita alla 2), si ottiene che T & “il” piu grande elemento di F.
Analogamente, 3) e 4) affermano che z & “iI” piu piccolo elemento di E.

ESERCIZIO 6.2. Trovare massimo e minimo dei seguenti insiemi:

E={zeR:0<x <1},
E={zeR:2* <1},
E={zeR: (2 —1)(a*> —4) <0},
E={recR:2€Q,-3<x <4},
E={reR:0<z<1}.

Una volta svolto 'esercizio, ¢ evidente che c’¢ qualcosa che non va nell’ultimo
insieme: se ¢ facile vedere che 1 ¢ il massimo dell’inseme dei numeri reali x tali che
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0 < x < 1, e altrettanto evidente che tale insieme non ha minimo. Se lo avesse,
sarebbe per definizione il pitt piccolo numero reale maggiore di zero, ma un tale numero
non esiste: se pensassimo che z fosse il pitl piccolo reale maggiore di zero, potremmo
considerare 3, che ¢ ancora maggiore di zero, ma minore di z, e cosi via. Pertanto,
a differenza dei naturali, e come i razionali, non tutti i sottoinsiemi di R ammettono
minimo: aggiungendo a Q altri “oggetti”, non abbiamo migliorato la situazione.

ESERCIZIO 6.3. Trovare un sottoinseme E di R, contenuto in {z € R: 0 <z <1},
che non abbia massimo, ed uno che non abbia né massimo né minimo.

Abbiamo dunque visto che non tutti i sottoinsiemi di R ammettono massimo e (o)
minimo. Torniamo per un momento a considerare l'insieme senza minimo £ = {z €
R : 0 < z < 1}. Perché non ha minimo? In altre parole, quale tra le proprieta 3) e
4) della Definizione 6.1 non ¢ verificata? Se prendiamo x = —1, ¢ evidente che la 3)
e vera, ma la 4) ¢ falsa; se prendiamo z = —%, e sempre la 4) a saltare, e continua a
non essere verificata se scegliamo z = 0. Se, invece, la 4) fosse vera per un certo z,
che sarebbe quindi maggiore di zero, la 3) non potrebbe essere vera, perché (come gia
detto prima) § ¢ ancora in £/ ma non ¢ maggiore di z.

Dal momento che non riusciamo a far valere contemporaneamente la 3) e la 4),
accontentiamoci di una sola di esse, e vediamo se e possibile salvare qualche proprieta
interessante. Dal momento che la 4) da sola non ci dice niente di pitt sull’insieme (& solo
la condizione di appartenenza ad E), manteniamo solo la 3), e andiamo a considerare
I'insieme dei numeri reali che verificano tale proprieta:

m(E) ={z € R:x <yperogniyin F}.

Tale insieme € non vuoto (abbiamo gia detto che contiene —1, —% e 0), e puo essere
cosl caratterizzato:

m(E) ={zeR:2 <0}.

Infatti, se x <0, esey ein F, allora x <0 < y e quindi = & in m(F); viceversa, se
X

¢ in m(FE), allora z deve essere minore od uguale a zero: se fosse maggiore di zero, §
sarebbe contemporaneamente minore di x e appartenente ad E. Tutti gli elementi di
m(E) sono “candidati minimo” per F, dato che ognuno di essi soddisfa la 3); tra tutti,
ne esiste uno che ¢ “migliore” di tutti gli altri? Uno che ¢ pitt “vicino” ad E degli altri?
Uno per il quale non esiste un altro numero in m(FE) piu grande di lui? Evidentemente,
si: il numero reale 0 — il massimo di m(E) — ¢, tra tutti i numeri in m(E), il migliore;
ovvero, non appena ci si sposta un po’ verso destra, anche di pochissimo, si trovano
elementi di E (quelli, cioe, che soddisfano la 4), e per i quali la 3) non vale).
Ricapitolando: l'insieme F = {x € R : 0 < x < 1} non ha minimo; abbiamo pero
identificato un numero reale, 0, il massimo di m(FE), che € quanto di piu “vicino” al mi-
nimo sia possibile ottenere. Ovviamente, siamo riusciti ad identificarlo in questo caso:
dal momento che abbiamo trovato dei sottoinsiemi di R che non ammettono massimo,
potrebbe essere senza speranza fare affermazioni del tipo: “D’accordo, I'insieme non
ha minimo, ma si puo considerare al suo posto il massimo di m(E)” perché non e detto
che tale massimo esista. Prima di proseguire, definiamo in maniera precisa gli insiemi

come m(E).
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DEFINIZIONE 6.4. Sia F un sottoinsieme di R. Definiamo M (FE), 'insieme dei
maggioranti di F, come

M(E)={x€R:z>yperogniyin E}.
Definiamo m(E), I'insieme dei minoranti di F, come
m(E) ={z €R:z <yperogniyin E}.

Siamo allora interessati a cercare, se esiste, il massimo di m(F) e, specularmente,
il minimo di M(E). Un primo caso di “esistenza” si ha quando l'insieme F ammette
minimo (o massimo).

TEOREMA 6.5. Sia E un sottoinsieme di R. Se E ammette massimo T, allora M (E)
e non vuoto, ammette minimo, e tale minimo ¢ T. Se F ammette minimo x, allora
m(E) é non vuoto, ammette massimo, e tale massimo é z.

Dimostrazione. Essendo 7 il minimo di E, ¥ ¢ un numero reale tale che y < o
per ogni y in E; pertanto T ¢ un maggiorante di F, e quindi M (E) é non vuoto. Se
dimostriamo che, preso comunque z in M(FE), si ha T < z, avremo allora dimostrato
che T ¢ il minimo di M(FE). Sia allora z in M(E), e supponiamo per assurdo che z < T,
se cosl fosse, z non potrebbe essere un maggiorante di £ perché sarebbe minore di un
elemento di E, che & proprio Z. Quindi, Z < z. L’altra meta della dimostrazione* &
lasciata per esercizio. [

ESERCIZIO 6.6. Determinare m(E) e M(E) per i seguenti sottoinsiemi di R:
E={zxeR:-2<zx<1}U{2},
E={reR:2?-1<0},
E={zeR:22—-1>0}n{z eR:2? <4},
E={reQ:3<x<4}.

Per ognuno degli insiemi precedenti determinare (se esistono) il massimo di m(E) ed
il minimo di M (E).

Una svolto l’esercizio precedente®), siamo fortemente tentati®" di affermare che,
per ogni sottoinsieme F di R, ed indipendentemente dall’esistenza o meno del massimo
o del minimo di E, esistono sia il massimo di m(E) che il minimo di M (E). Tanto per
smontare subito le nostre certezze, consideriamo il seguente insieme:

E={zecR:2*>1}.
Risolvendo la disequazione, vediamo subito che
E={zeR:z<-1}U{zeR:z>1},

e che quindi sia m(F) che M(FE) sono vuoti, come si verifica facilmente. Essendo vuoti,
m(FE) non ha massimo e M (E) non ha minimo, e quindi non possiamo piu affermare
che, qualsiasi sia il sottoinsieme E di R, esistono sia il massimo dei minoranti che il
minimo dei maggioranti. Quello che possiamo fare ¢ modificare 1'affermazione “m(FE)
(19)
(20)
(21)

Che potrebbe essere scritta da un word processor capace di eseguire sostituzioni nel testo. . .
Se I’abbiamo svolto, ovviamente!
Ma gia temiamo che la cosa non sara comunque facile da dimostrare. . .
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ammette massimo per ogni sottoinsieme E di R” nell’affermazione (comunque tutta
da provare) “m(FE) ammette massimo per ogni sottoinsieme F di R tale che m(E) non
sia vuoto”.

Cosa vuol dire che m(FE) non & vuoto? Vuol dire che esiste almeno un minorante
di F/, ovvero un numero reale x tale che x < y per ogni y di E. Se rappresentiamo F
sulla retta, questo vuol dire che z € una sorta di “barriera”, di “limitazione” per E:
I'insieme F si trova tutto a destra di z; analogamente, se M (FE) ¢ non vuoto, esiste z
in M(FE) e quindi (essendo z piu grande di tutti gli elementi di E), E si trova tutto a
sinistra di z. Viceversa, se £ ammette una “barriera” a destra (o a sinistra), M(E) (o
m(FE)) non sara vuoto.

DEFINIZIONE 6.7. Sia F un sottoinsieme di R. F si dice limitato superiormente
se esiste M in R tale che x < M per ogni x in F; equivalentemente, se M (FE) non &
vuoto. FE si dice limitato inferiormente se esiste m in R tale che m < x per ogni x
in F; equivalentemente, se m(E) non ¢ vuoto. Un sottoinsieme E di R che sia limitato
sia inferiormente che superiormente si dice limitato.

Alla luce della definizione precedente, le nostre affermazioni diventano: “se F ¢ un
sottoinsieme di R limitato inferiormente, esiste il massimo dei minoranti” e “se E € un
sottoinsieme di R limitato superiormente, esiste il minimo dei maggioranti”. E adesso
viene il difficile: c¢i “sembra”, dopo aver fatto molti esempi, che le due affermazioni
precedenti siano vere; adesso € necessario dimostrare che sono vere. Ed invece. . .

ASSIOMA DI COMPLETEZZA (4) Se E C R é limitato superiormente, allora esiste
il minimo dei maggioranti. Se E C R é limitato inferiormente, allora esiste il massimo
dei minoranti.

EsErciIz1o 6.8. Dimostrare che le due proprieta date nell’assioma sono equivalenti
(e quindi basterebbe dare solo la prima, o solo la seconda).

Il nostro sistema di assiomi finalmente & completo e possiamo dare la definizione
che aspettavamo:

DEFINIZIONE 6.9. R ¢ un insieme che verifica gli assiomi (1), (2), (3) e (4) (assiomi
per addizione, moltiplicazione, ordinamento e completezza).

Ricordiamo che un insieme che verifica solo (1), (2), (3) si chiama un corpo ordinato,
e se verifica anche (4) si chiama un corpo ordinato completo. Quindi abbiamo definito
R come un corpo ordinato completo.

OSSERVAZIONE 6.10. Fermi tutti, direte voi. Chi ci assicura che esiste un insieme
che verifica (1), (2), (3) e (4)? E ammesso che esista, chi ci dice che ne esiste uno solo
a cui possiamo dare il nome di R? Ne potrebbero esistere molti, magari infiniti. . .

La risposta alla prima domanda e molto facile: per risparmiare tempo e fatica,
abbiamo deciso di partire dall’ipotesi che un tale insieme esiste. Il bello del metodo
assiomatico € proprio questo: possiamo dedurre tutti i teoremi che vogliamo su R,
indipendentemente dal fatto che R esista oppure no! Se avessimo piu tempo, si po-
trebbe dimostrare che, partendo dagli assiomi fondamentali della teoria degli insiemi
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(gli assiomi ZFC, uno dei quali asserisce che N esiste e soddisfa il principio di induzio-
ne), si possono costruire molto facilmente i razionali Q e poi, con un po’ piu di fatica,
tutti i reali R, ossia un insieme che soddisfa gli assiomi (1)—(4). Non avendo tutto
questo tempo a disposizione, partiamo direttamente dalle proprieta di R; il risultato e
completamente equivalente e altrettanto rigoroso.

La risposta alla seconda domanda sull’unicita di R e interessante: si puo dimostrare
che di insiemi che verificano gli assiomi (1)—(4) ne esiste “essenzialmente” solo uno. Ad
esempio, ¢ abbastanza chiaro che i due modelli costruiti sopra, la retta reale e I'insieme
di tutti gli sviluppi decimali, rappresentano in modi diversi lo stesso oggetto. Per essere
piu precisi, si puo dimostrare che due corpi ordinati completi sono isomorfi in un senso
opportuno, ma qui non ci dilungheremo su questo fatto.

Una conseguenza dell’assioma precedente e la seguente definizione.

DEFINIZIONE 6.11. Sia E un sottoinsieme di R.
Se E ¢ limitato superiormente, definiamo estremo superiore di £ il minimo dei
maggioranti:
sup F = min M(FE).
Se E e limitato inferiormente, definiamo estremo inferiore di F il massimo dei
minoranti:
inf £ = max m(E).

Grazie al Teorema 6.5, possiamo affermare che se E ammette massimo, allora si
ha sup £ = max E, e analogamente, se E ammette minimo, allora inf £ = min F.
In altre parole, i concetti di estremo superiore ed inferiore estendono il concetto di
massimo e minimo.

Nella Definizione 6.1 avevamo detto che T era un massimo per E se 1) T era un
maggiorante di F che 2) apparteneva ad E. Il seguente teorema modifica la proprieta 2)
nel caso dell’estremo superiore (con analoghe modifiche nel caso dell’estremo inferiore).

TEOREMA 6.12. Sia FE un sottoinsieme di R.
Sia E limitato superiormente. Allora S = sup FE, I’estremo superiore di E, é I'unico
numero reale caratterizzato dalle seguenti proprieta:
a) perogniy in F si hay < S;
b) per ogni z < S esiste y in E (eventualmente dipendente da z) tale che z <
y<5S.

Sia E limitato inferiormente. Allora I = inf E, I'estremo inferiore di F, ¢ I'unico
numero reale caratterizzato dalle seguenti proprieta:
¢) per ogniy in E si ha I <y;
d) per ogni z > I esiste y in E (eventualmente dipendente da z) tale che I <y <
z.

Dimostrazione. Dimostriamo la prima parte del teorema; la seconda si dimostra in
modo analogo.

In primo luogo la a) ¢ equivalente a dire che S ¢ un maggiorante di E, che ¢
esattamente la 4) nella definizione di minimo per M(F). D’altra parte, la b) afferma
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che nessun numero reale minore di S € un maggiorante di E, vale a dire che tutti i
maggioranti di £ sono maggiori od uguali a S, e questo e esattamente cio che afferma
la 3) nella definizione di minimo per M (E). Pertanto, a) e b) sono equivalenti a 3) e 4)
nella definizione di minimo per M (E), ovvero S verifica a) e b) se e solo se ¢ il minimo
dei maggioranti di F, cioe I'estremo superiore di F. [

OSSERVAZIONE 6.13. Un modo alternativo di enunciare la b) e la d) ¢ il seguente:

b’) per ogni € > 0 esiste y. in F tale che S —e < y. < S;
d’) per ogni ¢ > 0 esiste y. in E tale che [ <y. < I +e.

Lab) elab’) esprimono entrambe la stessa proprieta: non appena ci si sposta un po’
a sinistra dall’estremo superiore, si “scavalcano” elementi di F; analogamente, la d) e la
d’) affermano che spostandosi a destra dall’estremo inferiore si “scavalcano” elementi di
E. Sinoti che in entrambi i casi non si richiede che z appartenga ad E. Evidentemente,
e siccome ci interessa solo quello che accade “vicino” ad S e ad I, per dimostrare la b’)
o la d’) basta verificare l'esistenza di y. per ogni ¢ “sufficientemente piccolo”; anche
perché se riusciamo a trovare y. tale che la b’) ¢ vera per un certo valore di € > 0, lo
stesso y. continua a soddisfare la b’) per ogni &/ > . Osserviamo esplicitamente che
non e affatto detto che l'insieme F sia “pieno” a sinistra dell’estremo superiore, o a
destra dell’estremo inferiore. Ad esempio, se £ = {-2}U{z e R: -1 <z < 1}U{2},

I’estremo superiore di E e 2, ma spostandosi di poco a sinistra troviamo solo il numero
2(22),

ESERCIZIO 6.14. Calcolare estremo superiore ed inferiore (usando m(E) e M(E))
dei seguenti insiemi (per 1'ultimo si richiede un po’ di immaginazione. . .), e dire se sono
rispettivamente massimo e minimo:

E={zeR:1<2®<9n{zeR:2> -2},
E={reR:2*>1}n{zeR: 2’ <32},
E={ze€Q:2*><4},

E DO eR 1< <1 !
= x D= T - — .
it n - n

Una volta calcolati estremo superiore ed inferiore, dimostrare che sono tali usando le
a), b) (0 b)), c) ed) (o d)).

Risposta 6.14: 4) Dimostriamo che m(E) = {z € R : x < 0}; & chiaro che se x < 0,
allora x € minore di tutti gli elementi di ¥, dato che ogni insieme che contribuisce all’'unione
¢ composto da numeri positivi, e quindi appartiene a m(F). Viceversa, se ¢ un minorante
di F, z non puo essere positivo. Se, per assurdo, x fosse positivo, consideriamo il numero
Yy = %, e sia n = [y] + 1 (ricordiamo che [-] & la parte intera). Allora z > %, perché n > %;
se ne deduce che z ¢ piu grande di un elemento (%) appartenente ad F, e quindi non puo
essere un minorante di E. Concludendo, I’estremo inferiore di E ¢ 0 (e non ¢ un minimo);
con ragionamenti analoghi si verifica che 'estremo superiore di £ ¢ 1 (e non ¢ un massimo).

Per dimostrare che 0 ¢ l'estremo inferiore di F usando c) e d’), basta dimostrare che per ogni

(22)1] che spiega per quale motivo nella b) e nella b’) si richiede y < S: se la disuguaglianza fosse

stretta saremmo nei guai. . .
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€ > 0 esiste un numero naturale n tale che ¢ > %; come prima, si puo scegliere n = [%] + 1.
Come esercizio aggiuntivo, verificare che F ={z € R: 0 < z < 1}.

Un’altra proprieta utile soddisfatta da estremo superiore ed inferiore ¢ la “mono-
tonia”.

TEOREMA 6.15. Sia F un sottoinsieme di R. Se E é limitato superiormente, e se
F C FE, allora sup F' < sup E. Se E e limitato inferiormente, e se F' C FE, allora
inf £ <inf F.

Dimostrazione. Sia S l'estremo superiore di E. Allora S ¢ un maggiorante di F,
ovvero e maggiore o uguale di tutti gli elementi di £. Siccome F' ¢ contenuto in F, S
¢ anche piu grande di tutti gli elementi di F, ovvero S e in M(F). Essendo in M (F),
& maggiore o uguale del minimo di M (F’), che ¢ l'estremo superiore di F. La seconda
parte della dimostrazione e lasciata per esercizio. [

Come conseguenza del teorema precedente, se F ¢ limitato, e F' C E (cosicché
anche I ¢ limitato), si ha

inf £ <inf F <sup F <sup FE.

L’unica disuguaglianza da dimostrare e la centrale, che discende dal fatto (di dimostra-

zione evidente) che se x & un maggiorante di F' e y ¢ un minorante di F', allora si ha

y < z. In particolare, il massimo dei minoranti ¢ minore del minimo dei maggioranti.
Un altro utile teorema ¢ il seguente.

TEOREMA 6.16. Siano F ed F' due sottoinsiemi di R tali che per ogni x di F e per
ogni y di F' si abbia x < y. Allora

sup F <inf F.

Dimostrazione. Sia y fissato in F'; per ipotesi, ogni x di E ¢ minore o uguale di vy,
cosicché M (FE) non & vuoto. Inoltre, per arbitrarieta di y, M(F) contiene F. Per il
Teorema 6.15,

sup £ = min M(FE) = [Teorema 6.5] = inf M(E) < inf F,

come volevasi dimostrare. m

OSSERVAZIONE 6.17. Osserviamo esplicitamente che, anche se F ed F' sono tali che
x < y per ogni x di E e per ogni y di F, si puo solo concludere che sup F < inf F,
e non che si ha il minore stretto. Ad esempio, siano £ = {z € R : 0 < z < 1}
e F={r e R:1<x < 2} Se, invece, £ ha massimo e F ha minimo, allora
max F < min F.

DEFINIZIONE 6.18. Dati due numeri reali a e b, con a < b, definiamo intervallo
di estremi a e b I'insieme dei numeri reali  compresi tra a e b. Dato che non abbiamo
specificato se “compresi” voglia dire maggiori, o maggiori o uguali, di @ e minori, o
minori o uguali, di b, abbiamo quattro possibilita, che indichiamo come segue:

[a,0] = {x€R:a<z<b},
la,b) = {xreR:a<z<b},
(a,b] = {xeR:a<z<b},

(a,b) = {reR:a<z<b}.
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Il primo si dice intervallo chiuso di estemi a e b, mentre I'ultimo si dice intervallo aper-
to di estremi a e b; il secondo ed il terzo intervallo si dicono semiaperti o semichiusi,
a seconda dei “gusti”.

EsERCIZIO 6.19. Calcolare estremo superiore ed inferiore di ognuno dei quattro tipi
di intervalli.

Risposta 6.19: a e b.

Consideriamo ora l'insieme
E={zeR:z>0}.

E facile vedere che E & limitato inferiormente e che il suo estremo inferiore & 0 (che ¢
anche minimo); ¢ altrettanto facile rendersi conto che M(FE) = (): se supponiamo che
x sia un maggiorante di F (fatto questo che implica = > 0, dato che 0 appartiene ad
E), possiamo subito costruire x + 1 che appartiene ancora ad F, ma & piu grande di x.
In altre parole, F non ¢ limitato superiormente.

DEFINIZIONE 6.20. Sia F un sottoinsieme di R. FE si dice illimitato superior-
mente se M (F) ¢ vuoto. E si dice illimitato inferiormente se m(FE) € vuoto. F si
dice illimitato se e sia illimitato superiormente che inferiormente.

Equivalentemente:

i) £ ¢ illimitato superiormente se e solo se per ogni M > 0 esiste z in E
(eventualmente dipendente da M) tale che x > M,

ii) £ ¢ illimitato inferiormente se e solo se per ogni M < 0 esiste z in F
(eventualmente dipendente da M) tale che z < M.

Infatti, la i) afferma che nessun numero positivo M appartiene ad M(FE) (il che
implica automaticamente che nessun numero negativo vi puo appartenere), mentre la
ii) afferma che nessun numero negativo M appartiene ad m(FE) (cosicché nessun numero
positivo vi pud appartenere).

Come trattare (dal punto di vista di estremo superiore ed inferiore) gli insiemi
illimitati? Il risultato chiave ¢ il Teorema 6.15. In altre parole, vogliamo “assegnare”
un estremo superiore ad un insieme illimitato superiormente, facendoci guidare dalla
monotonia: se F' e un qualsiasi sottoinsieme di £ limitato superiormente, mentre £ non
lo &, 'estremo superiore di F (da definire) deve essere maggiore dell’estremo superiore
di F. Per capire come fare, riprendiamo l'insieme £ = {z € R : = > 0}, e, fissato y
in R con y > 0, consideriamo F,, = {x € R: 0 <z <y} = [0,y]. Evidentemente,
F, & contenuto in E; d’altra parte, 'estremo superiore di F), ¢ proprio y (che & anche
massimo), per cui se vogliamo che il Teorema 6.15 valga, deve essere

y=sup F, <sup F,

e quindi il definendo estremo superiore di E deve essere maggiore di ogni numero
reale positivo; volendo, deve essere “il piu grande” numero reale positivo. Ma un
tale numero non esiste! Siccome non esiste, lo “inventiamo”, o meglio inventiamo
un simbolo che abbia per noi il significato dell’inesistente “piti grande numero reale
positivo”. Tale simbolo ¢ +o00o, che si legge “piu infinito”, ed ¢ quello che scegliamo
per definire I'estremo superiore di E e, in generale, I’estremo superiore di un insieme
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illimitato superiormente. Ripetiamo — ad nauseam — che +o00, ed il suo speculare
—00, che si legge “meno infinito” e viene usato per definire ’estremo inferiore di un
insieme illimitato inferiormente, non sono numeri: sono due simboli, che usiamo per
rappresentare qualcosa di pitt grande (o piu piccolo) di tutti i numeri reali. Pertanto,
non ha senso dire che un insieme illimitato superiormente ammette massimo: il suo
estremo superiore € +00, che non € un numero reale.

EsERcIZIO 6.21. Se 'estremo superiore di un insieme illimitato superiormente e
+00, quanto vale il minimo dell’insieme vuoto? E quanto il massimo dell’insieme
vuoto? Una volta risposto, la risposta e coerente con il Teorema 6.157

A questo punto possiamo affermare (usando I’Assioma 6 e la definizione precedente)
che ogni sottoinsieme E di R ammette sia estremo superiore che estremo inferiore.
Inoltre, se F' & un sottoinsieme di E si ha

inf £ <inf FF <sup F <sup E.

Quest’ultimo fatto ¢ molto utile nel caso in cui si voglia dimostrare che un insie-
me E ¢ illimitato superiormente (o inferiormente); invece di dimostrarlo direttamen-
te, e sufficiente far vedere che esiste un suo sottoinsieme illimitato superiormente (o
inferiormente).

ESERCIZIO 6.22. Sia

E:{xeR:xZOe(z[Z])EQ[x]}.

Calcolare I'estremo superiore e 'estremo inferiore di E.

Risposta 6.22: FE contiene N (si veda I'Esercizio 2.15). Non c’¢ quindi bisogno di
dimostrare che F & I'insieme dei numeri positivi per affermare che inf £ = 0 = min F e
sup E = +o0.

DEFINIZIONE 6.23. L’insieme dei numeri reali x maggiori (maggiori o uguali) o
minori (minori o uguali) di un fissato numero reale a vengono anch’essi detti intervalli,
ma illimitati (superiormente o inferioremente a seconda dei casi). Come per gli intervalli
limitati, se a ¢ un fissato numero reale abbiamo le seguenti notazioni:

[a,+00) ={z €R:x >a},

(a,+00) ={zr e R:2z>a},

(—o0,al ={z€eR:x <a},

(—o0,a)={reR:z<a}.
Si noti che il “lato” infinito ¢ sempre aperto, coerentemente con il fatto che +00 e —00
non sono numeri reali. In particolare,

R = (—o00,+00).
7. Ricostruiamo N e QQ

Dato che abbiamo scelto come punto di partenza l'insieme R, e lo abbiamo definito
come 'insieme che verifica gli assiomi (1)—(4), ¢ legittimo chiedersi che fine hanno fatto
I'insieme N, con I'importantissimo principio di induzione (o I’equivalente principio di
buon ordinamento) e I'insieme Q. Niente paura: possiamo ricostruire tutti e due questi
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insiemi come sottoinsiemi di R in un modo molto semplice. Basta utilizzare la seguente
definizione:

DEFINIZIONE 7.1. Un insieme E C R si dice insieme induttivo se contiene 0 e ha
la proprieta che se x appartiene a FE, allora  + 1 appartiene a F.

Quindi, per controllare se I'insieme E ¢ induttivo, bisogna dimostrare due cose: (a)
che contiene 0; (b) che se contiene un numero x allora contiene anche x + 1.

Ovviamente, R ¢ un insieme induttivo. Ci verrebbe da dire che anche N & un insieme
induttivo, ma purtroppo non lo abbiamo ancora definito. .. Se avessimo a disposizione
N, potremmo costruire subito molti altri insiemi induttivi, ad esempio

1 3 _5
E=40,-,1,-,2,-,3,...
{0727 727 72?37 }

e cosl via. Notiamo che se E e induttivo, dalla definizione segue 0 € F, quindi 1 € F,
quindi 2 € E eccetera. Ci verrebbe da dire che qualunque insieme induttivo contiene
N e quindi che N e il piu piccolo insieme induttivo. E allora diciamolo: Definizione
7.2. N si definisce come l'intersezione di tutti gli insiemi induttivi. Notiamo che se
e induttivo, dalla definizione segue 0 € FE, quindi 1 € E, quindi 2 € FE eccetera. Ci
verrebbe da dire che qualunque insieme induttivo contiene N e quindi che N e il pit
piccolo insieme induttivo. E allora diciamolo:

DEFINIZIONE 7.2. N si definisce come l'intersezione di tutti gli insiemi induttivi.

L’insieme cosi definito possiede tutte le proprieta di N a cui ormai siamo abituati.
Ad esempio e facilissimo dimostrare che il principio di induzione (il Teorema 2.8) &
ancora valido: se una proprieta P(n) soddisfa le ipotesi del Teorema, chiamiamo F
I'insieme degli n per cui P(n) é vera; quindi E contiene 0 e se contiene un numero
contiene anche il successivo, ossia E ¢ induttivo; dalla definizione di N segue allora che
E contiene tutto N, ossia che P(n) & vera per tutti gli n € N.

Inoltre, ricordando che il principio di induzione ¢ equivalente al principio del buon
ordinamento, anche quest’ultimo e valido per il nostro insieme N.

Non perderemo tempo a verificare tutte le altre proprieta di N ma una in particolare
ci servira fra poco:

ProPOSIZIONE 7.3 (Proprieta archimedea). Sia x > 0 un numero reale e sia E
I'insieme di tutti i suoi multipli n x, con n € N. Allora E non é limitato superiormente.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che FE sia limitato superiormente, e sia
S = supE. Allora S — § non ¢ un maggiorante di £ e deve esistere un elemento

nx € Etale chenz > S —%. Maallora (n+1)x > S+ 5 > S, impossibile. "

Ora @Q si puo definire come l'insieme di tutte le frazioni :|:§ dove p,q € N, ¢ > 0.
Anche per Q e facile verificare che tutte le proprieta abituali sono valide. In particolare
possiamo dimostrare che i punti di QQ sono “molto fitti” fra quelli di R:

TEOREMA 7.4 (Densita di Q in R). Dati = e y numeri reali, con y < x, esiste un
numero razionale § tale che y < § <.
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Dimostrazione. Per la proprieta archimedea, esistono numeri naturali ¢ tali che
q> x—iy, ossia tali che g x > qy+1; scegliamone uno qualsiasi. Sempre per la proprieta
archimedea, esistono numeri naturali p tali che p > qy; per il principio del buon
ordinamento, possiamo prendere il minimo di tali p, quindi si ha p > qy > p — 1 ossia
qy + 1> p > qy e ricordando la disuguaglianza precedente otteniamo qgx > p > qy.
Dividendo per ¢ otteniamo la tesi. [

8. Radici, potenze. Funzioni elementari.

Nel paragrafo 4 abbiamo “costruito” un numero reale non razionale: la lunghezza
della diagonale del quadrato unitario, e abbiamo visto che tale numero, sia esso x,
gode della proprieta di avere il quadrato uguale a 2. Come & noto, per semplificare le
notazioni tale numero si definisce la radice quadrata di 2, e si indica z = v/2. Piu che
sulla notazione (standard), mettiamo ’accento sul fatto che z & “la” radice quadrata di
2: ovvero, I'unico numero positivo il cui quadrato e due. E evidente che di numeri reali
il cui quadrato vale due ne esiste un altro (ed uno solo): —z, ovvero —v/2. E questo
a motivo del fatto che il quadrato di x ed il quadrato di —z coincidono. Per evitare
fraintendimenti, scriviamo v/2, sottintendendo il segno +, intendendo cosi che tra i due
numeri reali il cui quadrato vale due scegliamo il positivo. Continuando con le nostre
costruzioni geometriche, e sempre usando il Teorema di Pitagora, possiamo costruire
/i per ogni n naturale
Ci chiediamo ora se, fissato un qualsiasi numero reale y, esista un unico numero reale
positivo z tale che 2?2 = y. E evidente che se y < 0 tale numero x non esiste, dato che
22 > 0 per ogni x reale. Limitiamoci pertanto agli ¥ > 0. Quello che si dimostra ¢ il

, ovvero l'unico numero reale positivo il cui quadrato vale n.

seguente fatto: dato un qualsiasi ¥y > 0 esiste un unico numero reale x > 0 tale che
2
i =y.

EsErcizio 8.1. Siay > 0 esia £ = {x € [0,400) : 2* < y}. Dimostrare che F
non & vuoto, che ammette estremo superiore S e che S? = y.

Definiamo ,/y I'unico numero reale positivo il cui quadrato ¢ y. Che cosa abbiamo
ottenuto? Abbiamo ottenuto una funzione: vale a dire una legge che, ad ogni numero
reale y > 0 associa 1'unico numero reale x > 0 tale che 2> = y. Scrivendo in maniera

compatta:
Voo [0,400) — [0,+00)
Y — VY-

Prima di procedere oltre, definiamo in maniera corretta cosa sia una funzione.

DEFINIZIONE 8.2. Sia A un sottoinsieme di R. Una funzione f da A in R & una
legge che, ad ogni elemento = di A, associa uno ed un solo elemento y di R. Tale
elemento y si dice “immagine di = tramite f7, e si indica con y = f(z). In simboli:

f A =R
r = y=f(z).
L’insieme A si dice dominio, o insieme di definizione della funzione f, mentre x
si dice argomento della funzione f. Associato ad una funzione esiste un secondo

(23)Come?
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sottoinsieme di R, detto immagine di A tramite f, che e I'insieme dei valori assunti
da f(z) al variare di x in A:

Im(f) = f(A) = {y € R : esiste x in A tale che f(z) = y}.

La maniera migliore di “rappresentare” una funzione da A in R e quella di ricorrere al
suo grafico, che non ¢ altro che il sottoinsieme del piano cartesiano®¥ formato dalle
coppie (z, f(x)) al variare di = in A:

G(f) ={(z,y) eRxR:ze A, y=flr)}

Ad esempio, se f : [1,2] — R ¢ la funzione definita da f(z) = x per ogni x in [1, 2],
il grafico di f e il seguente:

e, piu in generale, il grafico (o meglio parte di esso) della funzione f : R — R definita
da f(x) = z per ogni z in R (una tale funzione si dice “identita” dato che lascia ogni
x invariato) e il seguente:

(24)Qualsiasi cosa esso sia. . .
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Nel caso della funzione f(z) = /z, il dominio & A = [0, +00), mentre I'immagine &
Jf(A) =[0,400); il grafico ¢ il seguente, affiancato al grafico della funzione g(z) = 22,

definita su tutto l’asse reale, e a valori in [0, +-00).

g9(z)

EsERrcCi1ZIO 8.3. Sia x un numero reale qualsiasi: quanto vale v x2?

Svolto l'esercizio precedente? Quale e la risposta? Chi ha risposto +x? Avendo
appena detto che una funzione (come lo € la radice quadrata) associa uno ed un solo
numero reale al proprio argomento, e chiaro che +x ¢ la risposta sbagliata. Chi ha
risposto 7 Dal momento che la funzione radice quadrata ha come immagine l'intervallo
[0,400), € chiaro che la risposta ¢ sbagliata nel caso in cui, ad esempio, z = —1. In
questo caso, infatti, z2 vale 1, e quindi V22 = v/1 = 1, dal momento che 1 & l'unico
numero reale positivo il cui quadrato vale 1. Se facciamo altri esempi, arriviamo al
seguente risultato®®:

—x sex <O0.

\/a?:{ r sex >0,

Per aiutare®® i matematici, ¢ stata inventata una notazione apposita per indicare la
funzione vz2. 1l valore assoluto, o modulo, indicato con | - |, & la funzione da R in
R definita da

r sex >0,
(8.1) ] = { —x sex <0.

Come si vede abbastanza facilmente, il dominio di | - | ¢ tutto R, mentre I'immagine ¢
[0,400). Avvertenza: il lettore ¢ fortemente invitato a non pensare al modulo di x
come “x privato del segno”. Il valore assoluto ¢ definito in (8.1), ed ¢ la funzione che
lascia invariato x se x € non negativo, mentre gli associa il valore —x se x € negativo.
Per rendersi conto del perché la frase “x privato del segno” sia sbagliata, osserviamo
che se non diciamo quanto vale x non ha senso parlare del suo segno: quale ¢ il segno di
—x se x vale —27 In altre parole, se il valore assoluto di x fosse veramente “x privato

(25)
(26)

Altrettanto corretto ¢ lo spostamento dell’uguale: z se z >0 e —x se x < 0.
Si fa per dire. ..
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del segno”, allora | — x| sarebbe x, il che ¢ falso se ad esempio x = —1. Il grafico della
funzione modulo ¢ il seguente:

Notiamo, en passant, che |x — y| calcola la “distanza” tra il punto x e il punto y
sulla retta reale, indipendentemente dal fatto che x si trovi prima o dopo y; vale a dire,
|z — y| & la lunghezza del segmento che congiunge = a y. La proprieta pit importante
della funzione modulo e la cosiddetta “disuguaglianza triangolare”: per ogni x e y in
R si ha

(8.2) lz+y| < x|+ y|.

Per quanto riguarda la differenza, il modulo si comporta in maniera un po’ pit com-
plicata: per ogni x e y in R si ha

(8.3) e —y| > [Jz] = |yl .
Infine, osserviamo che se a & non negativo, dire |z| < a & equivalente a dire —a < x < q,
mentre dire || > a & equivalente a dire che > a oppure z < —a.

ESERcCIZIO 8.4. Risolvere le seguenti disequazioni:
lz| < x4+ 2,
|z <[z 2],
|z — 4] < |z — 1],
20 — 1| < |z — 1|+ |z —2]|.

Risposta 8.4: 1) La disequazione ¢ equivalente ai due sistemi

{$§I+2 {m§x+2

x>0 <0
Il primo ha come soluzione > 0, dato che la prima disequazione & sempre risolta; il secondo
ha come soluzione —1 < x < 0; facendo 1'unione, la disequazione & verificata per x > —1. 2)
Questo esercizio si risolve in maniera semplice rispondendo alla domanda “Quali sono i punti
della retta reale che distano piu da 2 che da 07”. 3) = > % 4) x < —1.

Riprendiamo ora il discorso sulle radici quadrate. Abbiamo visto (o meglio, ab-
biamo detto) che esiste ed & unica la radice quadrata (positiva) di un numero reale
non negativo; in particolare, esiste v/2, che tra 'altro sappiamo anche “costruire”.
L’esigenza di lavorare con le radici quadrate proviene dalla necessita di risolvere equa-
zioni della forma z? = a, con a > 0. Ovviamente, il quadrato non ¢ I'unica potenza
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3. 2%, ed in generale 2" con

che sappiamo fare. Ad esempio, possiamo considerare x
n naturale. Cosi come all’elevazione al quadrato era legata la necessita di risolvere
l'equazione 22 = 2, ¢ legittimo chiedersi se si possano risolvere equazioni della forma

n

™ = a, se tali equazioni siano risolubili, e sotto quali condizioni su n e su a. Ad

esempio, chiediamoci se sia possibile determinare, se esiste, un numero reale x tale che

27 ma fortunatamente

2% = 2. In questo caso l'intuizione geometrica non ci aiuta pitt
abbiamo strumenti analitici sufficientemente potenti (o, equivalentemente, conosciamo
sufficientemente bene la retta reale) per poter affermare che tale numero reale esiste,
ed ¢ anche unico. A guidarci nella “dimostrazione” dell’esistenza ed unicita di tale z e

I’Esercizio 8.1: preso l'insieme
E={zeR:2>0ex* <2},

si dimostra facilmente®® che F non & vuoto, che & limitato superiormente, e che il suo
estremo superiore S soddisfa 1’equazione S® = 2.

A questo punto, cosa ci impedisce di sostituire 2 con qualsiasi numero reale y?
Niente: ed infatti siamo in grado di dimostrare che per ogni numero reale y esiste
un unico numero reale x tale che 2® = y. Osserviamo che siccome la terza potenza
di un numero negativo e negativa, non abbiamo piu la restrizione sulla positivita di
y. Chiamando z “radice cubica di y”, o “radice terza di y”, indicata in simboli con
x = ¢y, abbiamo cosl definito un’altra funzione: /- : R — R, che a x associa la sua
radice cubica. Il grafico di /x & il seguente:

Jr

A questo punto possiamo generalizzare: dato un numero naturale n > 1, e dato
un numero reale y (positivo nel caso in cui n sia pari), esiste un unico numero reale
x (dello stesso segno di y), tale che 2™ = y. Definiamo x la “radice n-sima di y”, e
scriviamo x = /y. Una notazione alternativa per la radice n-sima, anch’essa molto
usata, e quella di elevare x all’esponente frazionario % In questa maniera resta valida
la legge, soddisfatta dalle potenze intere, secondo la quale (z%)° = x%. Infatti, per

@77 problema di costruire z, detto anche “problema della duplicazione del cubo”, € uno dei piu
antichi della geometria classica; il fatto che non abbia soluzione, ovvero che non esista un modo di
costruire x con “riga e compasso”, € stato dimostrato solo agli inizi del secolo diciannovesimo.

(28) provateci!
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definizione di radice n-sima,

EseErcizio 8.5. Per quali z in R si ha
vVar=ux?

Un’osservazione: il fatto che per n dispari la radice n-sima sia definita su tutto R,
e non su [0, +00) come nel caso di n pari, & un caso fortunato: vedremo tra breve come
in generale si potra parlare di elevamento a potenza solo nel caso in cui la base sia non
negativa.

Avendo definito la radice n-sima di  come x elevato alla %, possiamo ora definire
la potenza con esponente razionale di un numero reale: dato 5, numero razionale,
definiamo

(8.4) ri = aP .

Dobbiamo fare delle restrizioni su p e ¢, o su 7 Si, dobbiamo obbligatoriamente
chiedere che x sia non negativo, perché non possiamo a priori decidere della parita di
g. Inoltre, se § ¢ negativo, dobbiamo chiedere che z sia diverso da zero. In definitiva,
dato un qualsiasi numero razionale § ed un qualsiasi numero reale non negativo x (con

x # 0 se § ¢ negativo), € ben definito il numero reale . Alternativamente, se x > 0,
e y € un razionale, ¢ ben definito il numero reale z¥ (a patto che x sia diverso da zero
se y € negativo). Come numero reale z¥ soddisfa tutte le proprieta delle potenze; ad
esempio x¥1* =¥ - 2% e (z-y)* = 2% - y* (nel primo caso x > 0 e y e z sono razionali,
mentre nel secondo x e y sono non negativi e z ¢ razionale). Una delle proprieta piu
importanti dell’elevamento a potenza razionale ¢ la monotonia: sex > 1,esey > 2 > 0
sono due numeri razionali, allora x¥ > x*. In altre parole, fissato x > 1, la funzione
che a y razionale positivo associa z¥ cresce al crescere di y.

EseErcizio 8.6. Verificare che se 0 < x <1, esey > 2z > 0, allora ¥ < 2*. Cosa si
puo dire di z¥ e 2% se y < 2 < 07

Siamo ora pronti a fare il passo successivo: dato z numero reale non negativo (per
il momento maggiore di 1), e dato y reale (per il momento positivo), in che modo
definire 2Y? Ad esempio, quanto vale (o, meglio, cosa &) 2v2? Non essendo v/2 un
numero razionale, non possiamo piu passare per le radici n-sime, come abbiamo fatto
per la potenza ad esponente razionale, ma possiamo usare il fatto che i razionali sono
densi in R. Siccome per ogni € > 0 esistono due numeri razionali a. e . tali che
V2 —e< o, < V2 < B < V2 + g, se vogliamo che la monotonia si conservi anche per
la potenza ad esponente reale, dovra essere

9 < 9V2 9P

Siccome o, e fB. sono arbitrariamente vicini, lo saranno anche 2% e 2%(9  che, in
qualche modo, “stringono” tra di loro un unico numero reale, che & quello che definiamo
come 2V2.

(29)Perché?
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Questo procedimento, che puo essere reso rigoroso, si puo estendere a qualsiasi
numero reale x > 0 ed a qualsiasi numero reale y: l'idea e proprio quella di usare da
un lato la monotonia della potenza ad esponente razionale (che garantisce il fatto che,
avvicinandosi ad y reale con dei razionali i risultati non “oscillino” troppo), e dall’altro
la densita dei razionali nei reali (che permette di approssimare bene quanto si vuole y
con dei razionali).

Una maniera alternativa, ma equivalente, di definire 2V2 3 quella di usare in maniera
diversa la monotonia e la densita dei razionali: detto

E ={r €R:x=27con q razionale e ¢ < v/2},

¢ facile vedere che E ¢ limitato superiormente (ad esempio ogni z di £ ¢ minore di 4).
Definiamo allora
V2 — sup E.

Con lo stesso procedimento, fissato = > 0 e y reale & possibile definire z¥ (sempre
con l'avvertenza che se x = 0, allora y deve essere non negativo). La prossima figura
mostra il grafico di 2% (la curva crescente) e di (2)* (la curva decrescente). Le due
curve si incrociano nel punto x = 0 e y = 1 (dal momento che z° = 1 per ogni z).

2.’E

(2/3)"

Come ¢ evidente dal grafico® qualsiasi sia A > 0 con A # 1, la curva A® & definita
su tutto R e ha come immagine 'intervallo illimitato (0, 400).

EsErcizio 8.7. Dimostrare che se f(x) = 2%, detto £ = Im(f) = f(R), allora
inf ¥ =0esup F=+o0.

Risposta 8.7: L’insieme E contiene l'insieme dei numeri naturali della forma 2", e
tale insieme ¢ illimitato superiormente essendo 2" > n per ogni n in N (dimostrarlo per
induzione!). Per mostrare che 0 ¢ I'estremo inferiore, si osservi che E contiene solo numeri
positivi (cosicché l'insieme dei minoranti di E contiene (—o0,0]) e numeri della forma 27",

che diventano arbitrariamente piccoli al crescere di n.

Sia ora f : A — R una funzione. Per definizione, f associa ad ogni elemento
x di A un unico numero reale y = f(z), che ovviamente appartiene ad f(A). Una
domanda che ci si pud porre @ se, fissato y in f(A) (per il quale esiste sicuramente

(3011 che vuol dire che potrebbe anche non essere vero. . .
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almeno un z di A tale che y = f(x)), esista un unico = di A tale che y = f(z). La
risposta &, in generale, negativa. Ad esempio, la funzione f definita su R da f(z) =1
(ovvero la funzione che assume costantemente il valore 1) non verifica questa proprieta,
dato che a y = 1 corrisponde non un unico z, bensi infiniti. Un altro esempio e la
funzione f(x) = 2, definita per z reale. Infatti, se y & un qualsiasi numero reale
positivo, esistono esattamente due numeri reali, \/y e —,/y, che hanno come immagine
y. Analogamente per f(x) = |z|. Le funzioni f(z) =z, f(z) = 2% e f(x) = 27, invece,
godono di questa proprieta: ogni numero reale nella loro immagine proviene da uno ed
un solo numero del dominio.

DEFINIZIONE 8.8. Sia f : A — R una funzione. Se per ogni y di f(A) esiste un
unico z in A tale che y = f(x), la funzione f si dice invertibile. Data una funzione
invertibile resta determinata una funzione g : f(A) — A, detta funzione inversa, che
¢ la funzione che a y in f(A) associa l'unico z di A tale che y = f(x). La funzione
g ¢ dunque caratterizzata dall’essere tale che, per ogni = di A, g(f(x)) = z, mentre
per ogni y di f(A) si ha f(g(y)) = y. In genere, con una notazione che puo trarre in
inganno, la funzione inversa viene denotata con f~!. Dal punto di vista del grafico,
dato il grafico di una funzione invertibile y = f(z), il grafico della funzione inversa
(sugli stessi assi con i nomi cambiati), si ottiene “ribaltando” il grafico rispetto alla
retta y = x; si veda la figura.

DEFINIZIONE 8.9. Sia A > 0, con A # 1. La funzione A*, definita su R a valori
in (0,4+00), & invertibile. Definiamo logaritmo in base A la funzione inversa di A*,
e indichiamo tale funzione con log,. Come funzione, dunque, log, : (0,+00) — R ¢
caratterizzata dall’essere

logy(A") =z, VzeR, AW =y  vye(0,+00).

Il grafico che segue rappresenta le curve log,(x) (la curva crescente) e log 1 () (la curva
decrescente).
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logy ()

10g1/2($)

Le due curve si intersecano nel punto x = 1, y = 0. Una delle proprieta “storica-
mente” pill importanti dei logaritmi, conseguenza del fatto che A*Y = A* . AY ¢ il
trasformare i prodotti in somme®Y:

log(z - y) = log,(x) +log,(y), Va,y e (0,400).

Nell’introdurre radici n-sime, potenze ad esponente razionale e reale, funzioni espo-
nenziali e logaritmi, siamo partiti dal numero “costruibile” /2, la diagonale del qua-
drato di lato 1. Esistono altri modi di “costruire” esplicitamente funzioni. Uno di
questi consiste nell’utilizzare la circonferenza di centro 1’origine e raggio 1, e gli angoli
misurati in radianti. Ricordiamo che un angolo al centro di una circonferenza di rag-
gio 1 misura un radiante se sottende un arco di circonferenza di lunghezza 1. Con
questa convenzione, I’angolo retto misura 7 radianti, ’angolo piatto 7 radianti, mentre
I’angolo giro misura 27 radianti. Inoltre, gli angoli sono misurati muovendosi lungo la
circonferenza in verso antiorario a partire dal punto x = 1, y = 0. Nella figura che
segue, e mostrato I’angolo che misura un radiante.

1 radiante

GUE non le somme in prodotti, come talvolta si legge nei compiti scritti. Per esercizio, dimo-
strare che se il logaritmo della somma fosse il prodotto dei logaritmi, la funzione logaritmo sarebbe
identicamente nulla. ..
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Sia ora o un angolo (misurato in radianti a partire dal punto A di coordinate z = 1,
y = 0) compreso tra 0 e 27, e consideriamo il punto P tale che I'arco di circonferenza
AP abbia lunghezza «. A partire da P tracciamo la perpendicolare all’asse x, che
incontra tale asse nel punto H. Definiamo seno dell’angolo «, indicato con sen(«), la
lunghezza con segno del segmento PH, e coseno dell’angolo «, indicato con cos(«), la
lunghezza con segno del segmento O H. Infine, tracciata la tangente alla circonferenza
in A, sia @ il punto di intersezione tra la semiretta OP e la tangente. Definiamo
tangente di «, indicata con tg(a), la lunghezza con segno del segmento AQ).

—\P

Dalla similitudine dei triangoli OPH e OQA si ottiene subito la relazione fonda-
mentale tra seno, coseno e tangente:

sen(«) T 3w

9 va%§7 2

te(a) = cos(a)

Abbiamo cosi definito tre funzioni: sen : [0,27] — R, cos : [0,27] — R e tg : [0,27]\
{Z,%} — R. E facile vedere che Im(sen) = [—1, 1] = Im(cos), cosicché seno e coseno
soddisfano le maggiorazioni fondamentali

|sen(a)| <1, |cos(a)] <1,
mentre Im(tg) = R. Infine, grazie al Teorema di Pitagora,
sen’(a) + cos*(a) = 1.

Che succede se 'angolo a non € compreso tra 0 e 277 Ad esempio, se a = 27 + 17
E chiaro che il punto P che ottieniamo e lo stesso che otteniamo per a = 1, e quindi
sen(2m + 1) = sen(1), e lo stesso vale per coseno e tangente. Piu in generale, se k ¢ un
intero relativo, e @ € un numero reale qualsiasi, si ha

sen(a + 2km) = sen(«), cos(a + 2km) = cos(a), tg(a + 2km) = tg(a).

Queste proprieta si esprimono dicendo che le funzioni seno, coseno e tangente sono
periodiche di periodo 27. Pertanto, le funzioni seno e coseno si possono considerare
definite su tutto R (sempre con la stessa immagine), mentre la tangente ¢ definita su

R privato dei multipli dispari di 7. Una volta estese ai reali, le funzioni seno e coseno
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soddisfano le relazioni, dette formule di addizione,

sen(a &+ ) = sen(«) cos(f) £ sen(f) cos(a) ,
cos(av £ B) = cos(a) cos(f) F sen(a)sen(f) .

Partendo da queste formule, e dalla relazione fondamentale tra seno, coseno e tangente,
e facile vedere che

tg(a+ km) =tg(a), VkeZ,

e quindi la tangente ¢ periodica di periodo 7.

Graficamente abbiamo la seguente situazione®?):

SN
NS

mentre per la tangente abbiamo:

Essendo periodiche (e quindi assumendo infinite volte lo stesso valore), le funzioni
seno, coseno e tangente non sono ovviamente invertibili. Se, pero, restringiamo nella

maniera seguente l'insieme di definizione: sen : [-7,7] — [-1,1], cos : [0,7] —
[-1,1] e tg : (=5,%) — R, le funzioni risultano essere invertibili. Abbiamo allora

I’arcoseno, indicato con arcsen, I’arcocoseno, indicato con arc cos, e l’'arcotangen-

te, indicato con arctg. Le prime due funzioni sono definite su [—1, 1], a valori in [-7, 7]

e [0, 7] rispettivamente, mentre ’arcotangente ¢ definita su tutto R a valori in (-7, 7).
Graficamente, abbiamo:

(32)A] lettore decidere quali delle due curve ¢ il grafico di sen(z), quale di cos(z), sapendo che la

prima verticale € z = 0.
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arccos

arc sen

per arcoseno ed arcocoseno, mentre il grafico dell’arcotangente e:

48



CAPITOLO 2
Successioni di numeri reali

1. Definizioni ed esempi. Limite di una successione.

Nell’ultimo paragrafo del capitolo precedente abbiamo introdotto alcune funzioni
elementari da (sottoinsiemi di) R a valori in R, e abbiamo studiato sommariamente
alcune loro proprieta. Facciamo adesso un passo indietro, ed invece di considerare fun-
zioni che associano ad ogni numero reale x un numero reale y = f(x), consideriamo
delle “versioni ridotte”: invece di far variare I’argomento della funzione su R, ci limitia-
mo a farlo variare su N. In questo capitolo considereremo dunque funzioni f : N — R.
“Funzioni” di questo tipo le incontriamo quotidianamente, ad esempio tutte le volte
che ci mettiamo in fila (se occupiamo il decimo posto, noi siamo il valore della funzione
per n = 10), o quando leggiamo un libro (il contenuto della pagina 105 ¢ il valore della
funzione per n = 105), o quando guardiamo la televisione (il canale due ¢ il valore della
funzione per n = 2). L’unica differenza con la vita reale (o naturale. ..) & che nel nostro
caso la fila ¢ infinita, il libro ha infinite pagine, e la televisione ha infiniti canali™. Per
distinguere meglio le “funzioni” da R in R dalle “funzioni” da N in R, si usano una
denominazione diversa ed una notazione particolare.

DEFINIZIONE 1.1. Una successione di numeri reali ¢ una funzione a : N — R. 1l
valore a(n) si indica in genere con a,; 'insieme dei valori della successione (ovvero,
I'immagine a(N)) si indica con {a,,, n € N}, oppure {a, }nen, 0 anche {a,}.

EseEmpio 1.2. Sia a,, = 1 per ogni n in N; questa successione, e piu in generale
la successione tale che a, = a per ogni n in N, con a numero reale fissato, si dice
successione costante. Ovviamente, {a,} = {1} (o {a,} = {a}).

Sia a,, = n per ogni n in N; questa successione, corrispondente alla funzione identita,
non ¢ altro che la successione dei numeri naturali. Pertanto, {a,} = N.

Sia

n . )
— se n e pari,
. — 2
n — n+1

se n e dispari.

Calcolando i primi termini della successione troviamo ag = 0, a1 = —1, a9 = 1, ag = —2,
ay = 2, cosicché i valori assunti dalla successione oscillano a sinistra e a destra di zero,
e si ottengono man mano tutti gli interi relativi®. Pertanto, {a,} = Z.

Sia a, = (—1)". In questo caso la successione ¢ fatta cosi: ag = 1, a1 = —1,
as; = 1, a3 = —1, ay = 1; pertanto la successione oscilla tra 1 e —1. Ovviamente,

{an} = {1, -1}

WIn tutti e tre i casi, una catastrofe!
(2)Sara vero? Dimostratelo!
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n+r1; in questo caso, i valori assunti dalla successione diventano sempre
piu piccoli al crescere di n. Sono tutti positivi, nessuno di essi e¢ zero, ma fissato un

Sia a, =

qualunque € > 0 esiste un numero naturale n®, dipendente da ¢, a partire dal quale
tutti gli a,, sono minori di €. In questo caso, I'immagine della successione non ha “nulla
di particolare” oltre la definizione della successione, nel senso che

1 1111
d=d—— meNV={d122 2 - b
tan} {n—i—l ”E} {2345 }

EseErcizio 1.3. Determinare le successioni a,, tali che
{a,} = {numeri pari},
{a,} = {numeri dispari},
{a,} = {potenze di due},
{a,} ={1,1,2,3,5,8,13,21,34, ...} = {numeri di Fibonacci},
{a,} ={2,3,5,7,11,13,17,19,23,29, ...} = {numeri primi} .

Risposta 1.3: 4) L’esercizio ¢ abbastanza complicato. La successione dei numeri di
Fibonacci ¢ definita dalla relazione a, = an,_1 + an—2 per n > 2, con a9 = a1 = 1. Se
cerchiamo una “soluzione” della forma A™ con A numero reale, e sostituiamo, si vede che
deve essere A2 — A —1=0, da cui Aj5 = %\/g Siccome sia A7 che A% sono soluzioni, lo e
(perché?) ogni loro combinazione lineare:

1+v5\" 1-v5\"
Lo

Assegnando le condizioni pern=0en=1sitrovaa+=1ea— 5=

- 1 1—’_\/5 n+1 1_\/5 n+1
=5 2 T2

Si osservi il fatto — apparentemente paradossale — che la formula appena scritta assume

%, da cui

valori interi per ogni n in N. 5) Non esiste una “formula per i numeri primi”, nonostante
sia “facile” dimostrare che sono infiniti. Infatti, supponendo che siano solo in numero finito,
siano essi p1, p2, ..., Pn. Se consideriamo il numero intero p =py -pa - ... - pn + 1, allora p &
primo, non essendo divisibile per p; (la divisione da 1 come resto), per p2 (la divisione da 1
come resto), e cosl via fino a p,. Pertanto, supponendo che i numeri primi siano finiti, siamo

arrivati ad una contraddizione.

Avendo definito le successioni, come le utilizziamo? La motivazione principale del-
I'introduzione delle successioni e la seguente: data una successione di numeri reali {a,},
sui cui valori abbiamo un controllo totale finché n & piccolo (nel senso che possiamo
calcolare esplicitamente i valori che assume la successione), vogliamo determinare — se
esiste — un numero reale che ci dia un’indicazione sul comportamento dei valori della
successione per n molto grande. In altre parole, vogliamo “distillare” dalla successione
un numero reale che ci dia un idea, approssimata si, ma con un errore che possiamo
rendere piccolo, di cosa accade ai valori di a,, facendo crescere n.

Approssimata in che senso? Esattamente nel senso che abbiamo usato per definire
la densita di Q in R. Si era detto: per ogni numero reale x, e fissato comunque £ > 0,
esiste un numero razionale ¢. tale che z—e < ¢. < x+¢, cioe tale che |z —q.| < ; in altre

(3)Quale?
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parole, ¢. dista meno di € da x. Ovvero, a patto di commettere un errore € che possiamo
pero scegliere arbitrariamente piccolo, ogni numero reale x puo essere approssimato con
un razionale ¢g.. Potremmo allora dire che un certo numero reale L ¢ il “distillato” della
successione {a,} se per ogni € > 0 esiste un numero naturale n. tale che L —¢ < a,,_ <
L + ¢; ovvero se, fissato un errore € arbitrario, esiste un elemento della successione che
approssima L a meno di €. Una tale definizione, pero, sarebbe disastrosa; innanzitutto
perché nessuno ci garantisce che l'indice n. sia “grande” (ricordiamo che vogliamo
estrarre dalla successione I'informazione sul suo comportamento per valori di n molto
grandi), e poi perché ogni elemento della successione puo essere scelto come L: infatti,
qualsiasi sia ¢ > 0, a,, — ¢ < a, < a, + €; in altre parole, un qualsiasi elemento della
successione e “approssimato” da sé stesso.

Come fare, allora, per “forzare” un determinato numero reale a darci informazioni
sui valori della successione per n arbitrariamente grande? Una possibilita sarebbe
quella di sostituire la richiesta che un elemento della successione sia vicino ad L, con
la richiesta che tutti gli elementi della successione siano vicini a L a meno di un errore
arbitrariamente piccolo. Ovvero che, per ogni ¢ > 0, si abbia L —¢ < a, < L+ ¢
per ogni n in N. Se la richiesta precedente era troppo debole, questa ¢ pero troppo
forte; e facile vedere, infatti, che se L — ¢ < a, < L + € per ogni n in N e per ogni
e > 0, allora deve essere obbligatoriamente a,, = L per ogni n in N; vale a dire, che
sapremmo estrarre informazione sul comportamento di a, per n grande solo quando
tale comportamento fosse gia sotto i nostri occhi: se a,, € una successione costante, e
sufficiente conoscere il primo elemento per sapere “dove si andra a parare”.

Né ovviamente, sempre guidati dal nostro interesse per quello che accade per n
grande, vale spostare verso destra la soglia di approssimazione; ovvero richiedere che
esista un m in N tale che per ogni ¢ > 0 si abbia L — ¢ < a, < L + € per ogni
n > m, perché questa disuguaglianza implica che a,, ¢ costantemente uguale ad L a
partire dall'n-simo elemento: un’altra volta, I'informazione su quello che accade alla
successione per n molto grande, ¢ gia contenuta nei valori per n “piccolo”.

A questo punto, non ci resta che una sola cosa da fare: chiedere che la “soglia di
ingresso” nell'intervallo (L — ¢, L + ¢) dipenda dall’errore, ovvero che, fissato € > 0,
debba esistere n. in N tale che L — ¢ < a,, < L + ¢, per ogni n > n.. A partire da un
certo punto in poi (ma che dipende dall’errore che accettiamo di fare), tutti gli elementi
della successione approssimano L. Siamo allora pronti per dare la definizione chiave di
questo capitolo.

DEFINIZIONE 1.4. Sia {a,} una successione di numeri reali. Diremo che a,, am-
mette limite per n tendente ad infinito, ovvero che converge, o che tende, se
esiste un numero reale L tale che

(1.1) Ve>0, In.eN:lja, — L <e, VYn>n..
Se la successione a,, ammette limite L, scriveremo

L= lim a,,
n—-+o0o

che si legge “L e il limite di a,, per n tendente ad infinito”. Osserviamo che la definizione
di limite richiede che la distanza (misurata dal valore assoluto) tra a, e L diventi
arbitrariamente piccola per n sufficientemente grande.
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EsEMP1O 1.5. Studiamo le successioni dell’Esempio 1.2.

Sia a, = 1 per ogni n in N; pensando all’idea di limite come numero reale ap-
prossimato dai valori della successione per n grande, prendiamo L = 1; e evidente che
qualsiasi sia ¢ > 0 si ha |a, — 1| = |1 — 1| = 0 < € per ogni n in N, vale a dire che
la (1.1) vale scegliendo n. = 0. Quindi, L = 1 & un possibile limite della successione
a,. Chiaramente non esistono altri valori per L, perché se L e diverso da 1, allora

la, — L| = |1 = L| > % per ogni n in N, e quindi la (1.1) non & verificata per
1-L
| . I;
analoga si dimostra che il limite della successione che vale costantemente a ¢ proprio

€= vale a dire, I’errore non puo essere reso arbitrariamente piccolo. In maniera

a.

EsErcizio 1.6. Sia {a,} la successione che vale il primo numero estratto nell’'n-
sima estrazione del lotto sulla ruota di Roma se n ¢ minore di 1000, e 1 se n > 1000.
Calcolare, se esiste, il limite di a,,.

Sia a,, = n per ogni n in N; in questo caso, e evidente che non esiste alcun limite
L: qualsiasi numero reale fissiamo, e qualsiasi sia ¢ > 0, la successione cadra fuori
dall’intervallo (L — e, L + ¢) non appena n > [L + ¢|. Pertanto, per nessun valore di L
e soddisfatta la (1.1).
Sia
n . .
5 se n e pari,
an = n+1

se n ¢ dispari.

Anche in questo caso, non esiste alcun limite. Per dimostrarlo e sufficiente osservare
che se n # 0, allora |a,| > 1, e che a,, cambia segno a seconda della parita di n. Se
esistesse un valore di L soddisfacente la (1.1), tale valore non potrebbe essere positivo
(perché l'intervallo (L —e, L+¢) contiene solo numeri positivi se ¢ < L, mentre esistono
infiniti elementi della successione negativi), non potrebbe essere negativo (per lo stesso
motivo), e non potrebbe essere zero, dato che a, non appartiene all'intervallo (—%, %)
per ogni n > 1.

Sia a,, = (—1)". Ricordando che in questo caso i valori della successione oscillano

tra 1 e —1, un ragionamento analogo al precedente mostra che non esiste alcun limite.

1.
n+1’
sempre piu piccoli al crescere di n. Essendo tutti positivi un “candidato limite” e

L = 0. Ed infatti, fissato € > 0 e scelto n, = E] si ha, se n > n,,
1 < 1 -
n+1 " n.+1

Sia a, = come abbiamo gia detto, i valori assunti dalla successione diventano

la, — 0] = =g,

m|»—\| —

e quindi la (1.1) e soddisfatta. Si dimostra anche facilmente che nessun valore di L # 0
soddisfa la (1.1), e che quindi L = 0 ¢ 'unico limite della successione a,,.

Abbiamo dunque visto che non tutte le successioni ammettono limite, ma nei due
esempi nei quali esisteva un limite, tale valore era anche unico. Non era un caso, come
mostra il seguente teorema.

TEOREMA 1.7 (Unicita del limite). Sia a, una successione di numeri reali che
ammette limite. Allora il limite é unico.
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Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che la successione a,, ammetta due limiti.
Ovvero, che esistano due numeri reali L e M, con L # M, tali che

lim a, =1L, lim a,=M.
n—-+4o0o n—-4o0o

Sia ora € > 0, e scriviamo la (1.1) per L ed M:

dn.eN:|a, — L] <e, Vn > nl,

In! €eN:la, — M| <e, Vn >n!.
Sia ora n > n. = max(n.,n”), cosicché entrambe le disuguaglianze sono vere. Ri-
scrivendole, e ricordando che |—z| = |z| e che |z| < a equivale a —a < z < a, si
ottiene

—e<L—-a,<e, —e<a,—M<e.

Sommando le due relazioni, si ottiene
—2e<L—-—M<2 <= |L-M|<2e.

Dal momento che la disuguaglianza precedente vale per ogni € > 0, sara in particolare

_M|

vera per € = |LT (che & positivo essendo L # M). Si ottiene cosi

2|L — M|
3 )
che ¢ assurda. m

|L — M| <

Grazie al teorema precedente, e sufficiente mostrare che esiste un valore di L che
soddisfa la (1.1) per ottenere automaticamente che quello ottenuto & il valore del limite
della successione. Se il precedente teorema aiuta in una direzione (quella dell’unicita
del limite), non esistono teoremi che aiutino nella direzione della determinazione del
valore corretto di L: I'unico aiuto si chiama “esercizio”. ..

EsErc1zio 1.8. Date le successioni

1
An = —
n2
—1)"
an:( )7
_.m'%3
n - Y
n—+1
an+ f3
n ) %07
yn + 9
1
a, =sen | — |,
n
1
a, =cos | — |,
n

determinare, se esiste, il valore del limite; successivamente dimostrare che tale valore
¢ effettivamente il limite mostrando che la (1.1) ¢ soddisfatta. Negli ultimi due casi, si
usi la definizione geometrica di seno e coseno, ricordando cosa vuol dire che un angolo
misura % radianti.

Risposta 1.8: 4) Il valore del limite ¢ £. Infatti, si ha
an+B  a| _ |ad— By
m+d vl hlwm+dl’
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che si puo scrivere nella forma Bnﬁc per opportuni numeri positivi A, B e CY. A questo

punto si tratta di determinare n. tale che ﬁ;c < € per ogni n > ng; e sufficiente scegliere
n> [455] +1.

£

Come osservazione finale, si noti che la successione a,, ha come limite L se e solo
se la successione b, = a, — L (o la successione ¢, = L — a,, ovvero la successione
d,, = |a, — L|) ha come limite 0.

2. Convergenza e limitatezza.

Nel paragrafo dedicato alle proprieta dei numeri reali del precedente capitolo ab-
biamo introdotto il concetto di estremo superiore ed inferiore di sottoinsiemi di R, e
abbiamo affermato che ogni insieme limitato ha estremo inferiore e superiore finiti.
Anche l'insieme {a,} dei valori assunti da una successione a, ¢ un sottoinsieme di
R e pertanto, qualora fosse limitato, ammetterebbe sia estremo superiore che estre-
mo inferiore. Detta limitata una successione a,, il cui insieme dei valori sia limitato,
ci chiediamo se dall’esistenza di estremo superiore e inferiore finiti si possa ottenere
qualche informazione sull’esistenza del limite.

Sfortunatamente, no. Se consideriamo la successione a,, = (—1)", & facile vedere che
a, ¢ limitata, ma non e convergente. In altre parole, la limitatezza di una successione
non basta a garantire 1’esistenza del limite. C’¢ pero un legame importante “nell’altro
senso”: tra convergenza di una successione e limitatezza.

TEOREMA 2.1. Sia a,, una successione convergente ad L. Allora I'insieme {a,} dei
valori della successione ¢ limitato. Ovvero, esiste M > 0 tale che |a,| < M per ognin
in N.

Dimostrazione. Scegliamo ¢ = 1 nella (1.1). Esiste allora n. in N tale che
la, — L <1, VYn>n.,
il che vuol dire che L — 1 < a,, < L + 1 per ogni n > n.. Pertanto, |a,| < |L| + 1 per
ogni n > n.. Sia ora
M = max(|ay, |as], ..., |an._,|, | L] +1).
Allora |a,| < M per ogni n in N. Infatti, se n < n., allora
la,| < max(|ai],|az|,...,|anl, -y |an |, | L] +1) =M,
mentre se n > n, si ha
lan| < |L| + 1 <max(|ai],|az|, ..., |anls -\ |an. |, |L| +1) =M,
come volevasi dimostrare. ]

In definitiva, ’esistenza del limite implica la limitatezza, mentre il contrario non
e vero. Inoltre, dal teorema precedente segue anche che una successione illimitata
non puo ammettere come limite un numero reale. Come gia nel caso degli insiemi
illimitati, cerchiamo di ovviare a questo inconveniente introducendo il concetto di limite
“infinito”. Vogliamo cioe formalizzare il concetto di successione i cui valori diventano
arbitrariamente grandi al crescere di n.

(DPerché positivi?
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DEFINIZIONE 2.2. Sia a, una successione di numeri reali. Diremo che a,, diverge
a piu infinito, e scriveremo

lim a, =+o0,
n—-+0o

se per ogni M > 0 esiste ny; in N tale che a,, > M per ogni n > ny;. Diremo che a,
diverge a meno infinito, e scriveremo

lim a, =-—00,
n—-4o0o

se per ogni M < 0 esiste ny, in N tale che a,, < M per ogni n > ny,.

L’esempio piu evidente di successione divergente a piu infinito (se volete, tendente
a piu infinito) & la successione dei numeri naturali: fissato un qualsiasi M > 0, e
sufficiente scegliere ny; = [M] + 1. Questo fatto spiega anche la notazione n — +oo
che compare nella scrittura “compatta” del limite.

EsERrc1Z10 2.3. Date le successioni
an, = n® + n,

a, = 2",
_ 2
ap =N —n-,
2
n
ay, =
n+2’

a, = cos(nm)n,

™ 1 T 1
a”:tg 5_5 ; bn:tg §+E )

si calcoli il limite (se esiste) per n tendente ad infinito. Per le ultime due successioni
si usi un approccio “grafico”.

Come gia per la coppia “esistenza del limite-limitatezza”, la divergenza (a pin
infinito o a meno infinito) della successione a,, implica l'illimitatezza dell’insieme dei
suoi valori, mentre il contrario non ¢ vero; se consideriamo la successione a,, = (—1)"n,
abbiamo una successione illimitata che non ammette limite dal momento che cambia
segno a seconda della parita di N.

3. Teoremi di confronto.

Supponiamo di avere una successione di numeri reali non negativi a,,, e supponiamo
di sapere che a, ammetta limite. Che possiamo dire del segno del limite?

TEOREMA 3.1. Sia a,, > 0 una successione di numeri reali convergente ad L. Allora
L>0.

Dimostrazione. Sia e > 0, e sia n. in N tale che
la, — L| <e, Vn>n,..
Allora si ha
0<a,<L+¢,
e quindi L + ¢ > 0 per ogni € > 0. Essendo ¢ arbitrario, ne segue® che L > 0, come
volevasi dimostrare. [

(5)Se L fosse negativo, si avrebbe un assurdo per € = —% > 0.
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Si noti che I'ipotesi “a,, > 0 per ogni n in N” puo essere sostituita dalla piu debole
“a, > 0 per ogni n abbastanza grande”, dato che ¢ stata usata solo per n > n.. Inoltre,
anche se a,, > 0 per ogni n in N, la conclusione del teorema precedente ¢ comunque
vera solo con il minore od uguale. Ad esempio, a, = n+r1 converge a zero, e si ha a, >0
per ogni n.

Si osservi che se abbiamo due successioni a,, e b, tali che a,, < b, per ogni n (o per
n abbastanza grande), e se a,, converge a L e b, a M, il teorema precedente applicato
alla successione non negativa b,, — a,, implica che L < M.

E vero il contrario del Teorema 3.17 Ovvero, se L > 0, e vero che arz 2) 0 per ogni

—1)"

n, o almeno per n grande? Ovviamente no se L = 0; ad esempio a,, = * 1 converge

a zero, ma cambia segno. Se, invece, il limite ¢ positivo, allora il risultato ¢ vero per n

grande.

TEOREMA 3.2 (Permanenza del segno). Sia a, una successione di numeri reali
convergente a K > 0. Allora esiste ng in N tale che a, > % per ogni n > ng. Sia a,
una successione di numeri reali convergente a K < 0. Allora esiste ny in N tale che
a, < % per ogni n > ng. In particolare, a,, ha lo stesso segno del limite se n > ny.

Dimostrazione. Supponiamo K > 0, e prendiamo ¢ = % nella definizione (1.1).

Esiste allora nx in N tale che

K
’an_K’<?, Vn > ng.
Dalla disuguaglianza precedente si ottiene
3K

K
O<§<a”<7’ Vn > ng,

da cui la tesi prendendo ng = ng. La seconda parte del teorema si dimostra in maniera

analoga scegliendo ¢ = — [

vl

Per ottenere il risultato nel caso di due successioni a,, e b, con limiti L < M basta
applicare il teorema precedente alla differenza b,, — a,,, convergente a K = M — L > 0.

OSSERVAZIONE 3.3. Osserviamo infine che, se oltre a convergere ad un limite L # 0,
la successione non si annulla mai, allora esiste K > 0 tale che

(3.1) lan| > K, VYneN.

Infatti, per il teorema precedente, esiste ny in N tale che |a, | > % per ogni n > ny. Sia

poi
M = min(|a,|, |az], . .., |any—1]) >0,

per le ipotesi su a,. Scegliendo K = min(%, M) si ha la tesi.
Si noti che sia nel Teorema 3.2 che nella precedente Osservazione 'ipotesi L # 0
. .. . . 1) . .
non puo essere eliminata; ad esempio, la successione a,, = % converge a zero ma e sia

positiva che negativa, ed & diversa da zero per ogni n ma non ¢ (in modulo) maggiore
di un numero strettamente positivo.
Abbiamo visto che se a,, < b,, allora il limite di a,, € minore od uguale al limite di

b,,. Che succede se una succesione b,, € “incastrata” tra due successioni che ammettono
lo stesso limite?
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TEOREMA 3.4 (Teorema dei Carabinieri). Siano ay, b, e ¢, tre successioni di numeri
reali tali che a,, < b, < ¢, per ogni n in N. Se a,, e ¢, convergono entrambe allo stesso
limite L, allora la successione b, ammette limite, e tale limite & L.

Dimostrazione. Sia ¢ > 0 e siano n. e n! due numeri naturali tali che
la, — L] <e, ¥n>n., len — Ll <e, VYn>nl.

Sia n. = max(n.,n?) e sia n > n.. Allora

L—e<a,<L+c¢, L—ec<c,<L+e¢,
e quindi
L—e<a,<b,<c¢,<L+e << |b,—L|<e,
come volevasi dimostrare. m

Ancora una volta, non ¢ necessario che b, sia compresa tra a, e ¢, per ogni n in
N; affinché il teorema sia vero, e sufficiente che lo sia per n sufficientemente grande
(ovvero, da un certo valore di n in poi). Si osservi che il risultato del Teorema dei
Carabinieri e differente dagli altri dimostrati in precedenza perché la successione b,
non ¢ a priori convergente.

Nel caso in cui una delle due successioni diverga, e sufficiente che controlli I'altra
“dal lato giusto” affinché si possa calcolare il limite.

TEOREMA 3.5. Siano a, e b, due successioni di numeri reali tali che a,, > b, per
ogni n in N. Se b, diverge a +oco, anche a,, diverge a +o00, mentre se a,, diverge a —oo
anche b, vi diverge.

Come prima, alla frase “a,, > b, per ogni n in N” si puo sostituire la frase “a,, > b,
per ogni n abbastanza grande”. Si noti che, come prima, non si ipotizza né che a,
ammetta limite (nel primo caso), né che lo abbia b, (nel secondo).

4. Operazioni con i limiti. Forme indeterminate.

Sia a, = % + n—lg + % Quanto vale il limite di a,? Essendo a, la somma di
tre successioni ognuna delle quali tende a zero, ci aspettiamo che a, diventi molto
piccola al crescere di n, e che quindi tenda a zero anche essa. Il problema e che per
dimostrare che a,, ¢ effettivamente tendente a zero, I'unico mezzo a nostra disposizione
¢ la definizione (1.1), il che vuol dire che dobbiamo risolvere una disequazione di quinto
grado, operazione questa complicata, e forse impossibile. Fortunatamente, la nostra
intuizione (a, tende a zero come somma di tre successioni che tendono a zero) é in
realta il caso particolare di un teorema piu generale.

TEOREMA 4.1. Siano a, e b, due successioni, con a,, convergente ad L e b, conver-
gente ad M. Allora si ha

lim (a,£b,)=L=EM,

n——+00
o, in altre parole, “il limite della somma (della differenza) é la somma (la differenza)
dei limiti”.
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Dimostrazione. Sia ¢ > 0 fissato, e siano n. e n” i due interi tali che
£ ’ € "
(4.1) \an—L\<§,Vn2ng, \bn—M\<§,Vn2nE.

Sia n > n. = max(n.,n’), cosicché entrambe le disuguaglianze sono verificate. Allora,
per la disuguaglianza triangolare,

(4.2) |(an +by) — (L+ M)| <la, — L| +|b, — M| < ¢,

e quindi il limite di a,, + b, € L + M. La dimostrazione della formula per la differenza
dei limiti e lasciata al lettore. [

Prima di procedere oltre, torniamo un momento sulla formula (4.1). Abbiamo

correttamente usato la definizione di limite (1.1)? Apparentemente, no, dato che in

%, che ¢ un valore diverso. Ebbene, non

abbiamo fatto nessun errore, se “leggiamo” quello che dice la (1.1): fissata comunque
una quantita positiva, esiste un intero, dipendente da questa quantita, tale che... Come

(1.1) compare &, mentre noi abbiamo scritto

si vede, la “quantita positiva” e “muta’”, il che vuol dire che ci si puo permettere di

5 €2, 0 in un modo qualsiasi®®. Nel caso della (4.1)

abbiamo deciso (con il senno di poi) di chiamarla § in modo da ottenere € nella (4.2),

chiamarla come si vuole: €

ma avremmo potuto continuare a chiamarla ¢, nel qual caso avremmo ottenuto 2¢ nella
(4.2). In entrambi i casi, data I'arbitrarieta di e, da cui segue l'arbitrarieta di £, o di
2e, avremmo scritto correttamente la definizione di limite. Il che vuol dire che, da
ora in poi, ci disinteresseremo del “numero” degli € che troveremo nella disuguaglianza
finale; quando dovremo applicare la definizione di limite useremo ¢, il che vuol dire che
“pagheremo” con un numero eventualmente complicato di £ nella formula finale.

Il primo esempio di questa strategia ¢ il seguente teorema.

TEOREMA 4.2. Siano a, e b, due successioni, con a,, convergente ad L e b, conver-
gente ad M. Allora si ha

lim a,-b,=L-M,

n—-+00

o, in altre parole, “il limite del prodotto e il prodotto dei limiti”.

Dimostrazione. Sia ¢ > 0 fissato, e siano n. e n” i due interi tali che
la, — Ll <e,Vn>n., |b,—M|<e,Vn>n!.
Sia n > n. = max(n.,n’), cosicché entrambe le disuguaglianze sono verificate. Allora

lay - b, — L-M| = |ap-b,—a,-M+a,-M—L-M|
< lan| - [bp — M|+ [M] - |an — LI

I secondo addendo € minore di |M]|- e, ma il primo? In esso compare |a,|, che dipende
da n. Fortunatamente, per il Teorema 2.1 la successione a,, essendo convergente,
¢ limitata. Ovvero, esiste K > 0 tale che |a,|] < K per ogni n in N. Pertanto
lay| - |bp, — M| < K - |b, — M| < K - €. In definitiva,

lay - b, — L-M| < (K+|M|)-e, VYn>n.,
e quindi il limite di a,, - b, € L - M. [

6)Tranne —e (se € & positivo, ovviamente).
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Si osservi che nella dimostrazione precedente il fattore che moltiplica € e, in un
certo senso, “sconosciuto”, nel senso che K, che sappiamo esistere, ci e ignoto, ed ¢
indipendente da L.

Passiamo adesso a trattare il caso del rapporto tra due successioni, a patto che
siano soddisfatte delle ipotesi aggiuntive.

TEOREMA 4.3. Siano a, e b, due successioni, con a, convergente ad L e b, con-
vergente ad M. Supponiamo che b, sia diverso da zero per ogni n in N, e che M sia

diverso da zero. Allora

" L
lim n _

n——+00 bn M ’

o, in altre parole, “il limite del rapporto é il rapporto dei limiti”.

Dimostrazione. La dimostrazione segue dal teorema precedente, una volta che si

sia dimostrato che se b, € una successione mai nulla, e convergente ad un limite M

diverso da zero, allora la successione bi converge ad % Per dimostrare questo fatto,
n

osserviamo che se € > 0 ¢ fissato, e se n > n. (dato da (1.1) per b,), si ha
1 1 |M — by €
= <

bu M| [ba] - [M] 7 [bal - [M]

Siccome b,, converge a M # 0, e b,, & diversa da zero per ogni n in N, per I’Osservazione
1

3.3 esiste K > 0 tale che |b,| > K per ogni n in N; se ne deduce allora che Tl < %, e

quindi
1 1 €

b, K-M’
da cui la tesi. m

IA

La condizione b, # 0 del teorema precedente e entrata in gioco due volte; una prima
volta affinché sia ben definita la successione ‘;—:, ed una seconda volta per applicare
I’Osservazione 3.3. In entrambi i casi, per controllare la stretta positivita del modulo
di b, per un numero finito di indici. Per gli infiniti n maggiori di ng, infatti, e stato il
Teorema della permanenza del segno a far si che il modulo di b, fosse maggiore di una
costante strettamente positiva. Pertanto, il Teorema 4.3 si puo enunciare eliminando
la condizione b,, # 0 per ogni n in N e lasciando solo la richiesta M # 0.

Un altro caso molto particolare, nel quale possiamo dedurre 'esistenza del limite
del prodotto di due successioni anche nel caso in cui una delle due non ammetta limite,

¢ il seguente.

TEOREMA 4.4. Sia a, una successione tendente a zero, e sia b, una successione
limitata. Allora a,, - b,, tende a zero.

Dimostrazione. Sia ¢ > 0 e sia n. in N tale che
la,| < e, Vn > n..
Sia ora M > 0 tale che |b,| < M per ogni n in N. Se n > n, si ha allora
| - bp| = an| - [bp] <M - €,

come volevasi dimostrare. m
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Che cosa possiamo dire quando una, o entrambe le successioni divergono? O se

la successione b, nel rapporto 7* tende a zero? I risultati sono elencati nel seguente
n

teorema.

TEOREMA 4.5. Siano a,, e b, sue successioni di numeri reali. Abbiamo allora i
seguenti risultati:

se a, e b, divergono entrambe a +oo, allora a,, + b, diverge a +00;

se a,, diverge a +o0o e b, diverge a Foo, allora a, — b, diverge a +oo;

se a, diverge a 00 e b, converge a M, allora a, +b,, diverge a +o0;

se a,, converge a L e b, diverge a +00, allora a,, + b, diverge a +00;

se a,, converge a L e b, diverge a +o00, allora a,, — b,, diverge a Foo;

se a, e b, divergono entrambe a +o0, a,, - b, diverge a +00;

se a,, diverge a 00 e b, diverge a Foo, allora a,, - b, diverge a —o0;

se a,, diverge a +oo e b, converge a M > 0, allora a,, - b,, diverge a +00;

se a,, diverge a 00 e b, converge a M < 0, allora a,, - b, diverge a Foo;

se a,, converge a L e by, diverge a o0, allora 3* converge a 0;

se a,, diverge a +o00 e b, converge a zero da valori positivi, allora Z—: diverge a
+o0;

se a, diverge a £00 e b, converge a zero da valori negativi, allora $* diverge
a Foo;

se a, converge ad L > 0 e b, converge a zero da valori positivi, allora =
diverge a 4+00;

se a, converge ad L < 0 e b, converge a zero da valori positivi, allora o
diverge a —oo;

se a, converge ad L > 0 e b, converge a zero da valori negativi, allora %=
diverge a —o0;

se a, converge ad L. < 0 e b, converge a zero da valori negativi, allora =
diverge a +00.

Il teorema precedente permette di calcolare diversi casi, ma ne lascia aperti altri;

per la precisione

il limite di a,, + b, quando a,, diverge a o0 e b, diverge a Foo;

il limite di a,, — b, quando a,, e b, divergono entrambe a 4o0;

il limite di a,, - b, quando a,, diverge a +00 e b,, converge a zero;

il limite di §* quando ay, e b, divergono entrambe (a 400 0 a —00);
il limite di $* quando a,, e b, convergono entrambe a zero.

Questi casi costituiscono le cosiddette “forme indeterminate” che spesso, con una

>

notazione impropria, vengono indicate come 0o — 00, 0+ 00, 22 e 8. Lo “scioglimento”

delle forme indeterminate non puo essere risolto in maniera generale, in quanto 1’esi-

stenza ed il valore del limite dipendono dalle particolari successioni considerate, come

nel seguente esercizio.
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ESERCIZIO 4.6. Si calcoli (se esiste) il limite di §* nei casi che seguono:

1 b 1
ap = y b= ——g,
n+1 (n + 2)?
1 b 1
Ap = ) n — )
(n+3)2 n+4
1 1
ap = s bn: s
nﬁ% nTQ
a'n:<_) 5 bn:
n-+1 n -+ 2
I
" ne1 T 2420

ESERCIZIO 4.7. Si calcoli, se esiste, il limite delle seguenti successioni:

e w2 s (2) ) (D) (D] Lt

n*+1 n+3n°—-1 n*-2 n® —nd an? +bnP~t + ...
n+3’ nd4+6n+3’° n3—6" n*(n?+1)(n*+2)° cni+dnit 4.

n—vn—1, Vn2+n—vn2+1, vVn2+6n—vn2+5, ¥n+1—3n(mecN).

1 sen(ay,)
nsen | — |, , con a, tendente a zero.
n n

Risposta 4.7: Rispondiamo all’ultimo esercizio. Il primo limite ¢ una forma indeter-
minata del tipo 0 - co. Osserviamo pero che, per definizione di seno, tangente, e di angolo
misurato in radianti (quest’ultimo fatto ¢ fondamentale!), si ha

() <den(t) -2

n
1 1
Cos <> < nsen <> <1.
n n

) converge a 1, il Teorema dei Carabinieri permette di concludere:

da cui

Dal momento che cos (%
1

5) converge a 1. Un ragionamento analogo permette di affermare che anche il secondo

limite vale 1.

nsen(

Vediamo ora come si comportano i limiti con gli esponenziali. Iniziamo con un caso
particolare.

I B |
PROPOSIZIONE 4.8. Le successioni 2= e 27 » convergono a 1.

Dimostrazione. Sia b, = 2». Siccome 2 > 1, b, > 1w = 1, e quindi b, = 1 + ¢,,
con ¢, > 0. Se dimostriamo che ¢, tende a zero, b, tende a 1 e la prima parte della
proposizione ¢ dimostrata. Ricordando che la radice n-sima ¢ I'operazione inversa della
potenza n-sima, si ha 2 = b = (1 + ¢,)". Per la disuguaglianza di Bernoulli (si veda
il primo capitolo), si ha

2=(1+¢)">1+nc,,
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da cui ¢, < 711 Essendo ¢, > 0, e % tendente a zero, possiamo applicare il Teorema dei
Carabinieri e concludere che ¢, tende a zero. Una volta dimostrato che 2 tende a 1,
il fatto che 2-% tenda a 1 segue dal Teorema 4.3 e dal fatto che 2w = L n

Si osservi che la dimostrazione continua ad essere valida sostituendo a 2 un qualsiasi
numero A > 1. Che succede se 0 < A < 17

PROPOSIZIONE 4.9. Sia a,, una successione di numeri reali tendente a zero. Allora
la successione 2" converge a 1.

Dimostrazione. Sia m > 1 un numero naturale fissato. Definendo ¢ = %, e

ricordando che a,, tende a zero, esiste n,, in N tale che

1
|an|<E, Vn > n,,,

ovvero . |
——<a, < —, Yn>n,.
m m
Si ha allora, ricordando che se = > y si ha 2% > 2Y,

1 1
Tm <29 < 2m . V> n,,.

Sia ora € > 0 e siano m. e m. due numeri naturali (che esistono per la Proposizione
4.8) tali che

1 1

2m —1<e, Vm>m., 27m —1>—¢, Ym>m!.
Sia ora m. = max(m., m”); allora
1 1

—e<2Tme —1 <2 —1<2me —1<e, Vn2>n,,,

OVVero
20" — 1] <&, VYn>n,,,,

e quindi la tesi. n

PROPOSIZIONE 4.10. Sia A > 0 e sia a,, una successione tendente a zero. Allora
A% tende ad 1.

Dimostrazione. Scriviamo

Aan — 9loga(A") _ gan logy(A)

Y

e applichiamo la dimostrazione precedente, osservando che la successione a,, log,(A)
tende a zero. n

TEOREMA 4.11. Sia A > 0 e sia a,, una successione di numeri reali convergente ad
L. Allora A% converge ad AF.

Dimostrazione. Scriviamo
Aw — AL = AL (A“”_L — 1) )

Dal momento che a,, — L tende a zero, la successione tra parentesi converge a zero per
la Proposizione 4.10, e quindi A%* tende ad A*, come volevasi dimostrare. [

Il teorema precedente si puo anche invertire.
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TEOREMA 4.12. Sia A > 0 e sia a, una successione di numeri reali tali che A%~
converge ad A". Allora a,, converge ad L.

Dimostrazione. Sia A > 1 e supponiamo per assurdo che a, non converga ad L.
Questo vuol dire che esiste un € > 0 tale che |a, — L| > € per infiniti valori di n.
Pertanto, per infiniti n in N si ha a, > L +% 0 a, < L — €. Per gli stessi n si
ha A% > ALA® oppure A < AYA~F e quindi A% — AL > AL(A® — 1) oppure
Amm — AL < AF(A7F —1). In entrambi i casi, il fatto che A% converga ad A* viene

contraddetto. Il caso 0 < A < 1 si risolve in maniera identica. n

TEOREMA 4.13. Sia A > 0 e A # 1, e sia a,, una successione di numeri reali positivi
convergente ad L # 0. Allora log4(a,) converge a log,(L).

Dimostrazione. Sia b, = log,(a,), cosicché a,, = A’; per ipotesi, A® converge a

L)

L, che scriviamo come A'°84(X), Per il Teorema precedente, b, converge a log ,(L).

TEOREMA 4.14. Sia a,, una successione di numeri reali non negativi convergente a
L > 0. Sia o un numero reale. Allora a converge a L.

N

Dimostrazione. E sufficiente scrivere

ag — 9loga(an) _ galogy(an)

Per il teorema precedente, log,(a,) converge a log,(L), e per il Teorema 4.11 2%1082(an)
converge a 2¢%g:(L) = [ n

TEOREMA 4.15. Sia a,, una successione di numeri reali non negativi convergente a

L > 0, e sia b, una successione di numeri reali convergente a M. Allora a’ converge

a LM,

Dimostrazione. Come nel teorema precedente, scriviamo

bn
azn _ 210g2(an ) — 2bn logs (an) ,

e applichiamo il Teorema 4.13 ed il Teorema 4.11. [

Cosi come nel caso delle operazioni “standard” (somma, prodotto, rapporto), an-
che nel caso dell’elevamento a potenza sono possibili alcune forme indeterminate, e
precisamente quelle del tipo 0°, 0o, e 1°°.

ESEMPIO 4.16. Abbiamo visto nella Proposizione 4.8 che /2 = 2 converge ad 1,
cosi come tende ad 1 la radice n-sima di ogni numero reale positivo. Che succede con
la radice n-sima di n? Siamo in presenza di una forma indeterminata del tipo oc’, e
quindi € necessario un “trucco” (oltre all’onnipresente disuguaglianza di Bernoulli). Sia

a, = {/n, e sia b, = \/a,. Dal momento che a,, > 1, anche b, > 1, e quindi b, = 1 +¢,,

con ¢, > 0. Si ha
1+Cn:bn:\/a_n: \/%: n\/\/ﬁu
vn—1

n

cosicché

vn=(0+c)">1+nc, < 0<e¢, <



5. MONOTONIA E CONVERGENZA. 16

Siccome \/57;1 tende a zero, anche ¢, tende a zero. Pertanto, b, tende ad 1, e quindi
{/n converge ad 1.

ESERCIZIO 4.17. Si calcolino i seguenti limiti

1 ut 1
(1+ﬁ> ;o (L+nP)n, V2r 430, AT+ AT+ + AT (A >0).

Risposta 4.17: Il penultimo (la cui generalizzazione & 1'ultimo):

5. Monotonia e convergenza.

Nel paragrafo 2 abbiamo detto che se a,, € una successione convergente ad L, allora
& una successione limitata. E facile allora vedere(™ che L & compreso tra l'estremo
inferiore e ’estremo superiore della successione a,. Cerchiamo, con alcuni esempi, di
capire meglio che legami ci possono essere tra il limite e ’estremo inferiore e ’estremo
superiore della successione.

EsERcCIZ10O 5.1. Date le successioni

1
ap = )
n;ib—l
an:n+1u
an =n’>—n,
n?+3
Ap = —5 =,
nz—i—%
e
n n+1>

si calcolino il limite di a,, inf {a,} e sup {a,}.

In quattro casi su cinque il limite della successione (finito o infinito) & o I'estremo
superiore o l’estremo inferiore dei valori della successione; nell’ultimo caso, il limite e
zero, mentre il minimo della successione e —%, il massimo 1. Esaminiamo la prima suc-
cessione: possiamo, al crescere di n, “confrontare” fra di loro i valori della successione?

Evidentemente si: essendo n+1 > nsihan+2 > n+1 e quindi a,; = % < n+r1 = a,.

+2
Pertanto, i valori della successione decrescono al crescere di n. Notiamo che in questo
caso il limite, zero, & 'estremo inferiore dei valori della successione; il massimo e evi-
a7 = 1 — ;73; in questo
caso (per quanto visto prima) si ha a,+1 > a,, e quindi la successione cresce con n. Il
limite di a, vale 1, che & I'estremo superiore dei valori della successione (il minimo &
ag = 0). Per la terza successione, i primi valori sono 0,0, 2,6,12,...; ancora una volta

la successione cresce con n'®, ed il limite della successione, pitt infinito, coincide con

dentemente ag = 1. Per la seconda successione, si ha a,, =

I’estremo superiore.

(MEsercizio!
(®8)Controllando i valori di n fino a 5 possiamo congetturare che ’andamento sia questo. Dimostrare
che la disequazione a,,+1 > a, € soddisfatta per ogni n.
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Abbiamo visto negli esempi precedenti che se i valori della successione sono “ordi-
nati” (sia per ogni valore dellindice n, che per n abbastanza grande), il limite della
successione coincide con quello tra estremo superiore o inferiore che si “accorda” con
il comportamento della successione (se la successione cresce, 1'estremo superiore, altri-
menti 'estremo inferiore). Ci chiediamo ora se questo sia un comportamento generale,
o sia dovuto ai pochi esempi presentati. Diamo prima una definizione.

DEFINIZIONE 5.2. Sia a, una successione di numeri reali. La successione si di-
ce monotona crescente se si ha a, 1 > a, per ogni n in N. La successione si dice
monotona decrescente se si ha a,,,1 < a, per ogni nin N. Se il segno di > (<) & sosti-
tuito dal segno > (<), la successione si dice strettamente crescente (strettamente
decrescente).

Possiamo allora enunciare il risultato principale di questo paragrafo.

TEOREMA 5.3. Sia a,, una successione di numeri reali monotona crescente. Allora
la successione ammette come limite ’estremo superiore di {a,}. Sia a,, una successione
di numeri reali monotona decrescente. Allora la successione ammette come limite
lestremo inferiore di {a,}.

OSSERVAZIONE 5.4. Si osservi che negli esempi dell’Esercizio 5.1 avevamo verificato
che il limite coincideva con l’estremo superiore (o con l'estremo inferiore). Il risultato
del teorema appena enunciato ¢ molto piu forte: ci dice che la successione 1) ammette
limite e 2) che tale limite ¢ I'estremo superiore o inferiore dei valori della successione
(a seconda del “verso” della monotonia della successione).

Dimostrazione. Supponiamo che la successione sia monotona crescente e limitata.
In questo caso, I'estremo superiore della successione, sia esso L, e finito. Per definizione,
L ¢ un numero reale tale che

(5.1) a, <L, VneN,
(5.2) Ve>03dn.eN: L—e<a, <L.

La (5.2) non & altro che la b’) nella definizione di estremo superiore, applicata nel
nostro caso: la b’) afferma che esiste un elemento z. dell’insieme E di cui L & 'estremo
superiore tale che L — ¢ < z. < L; essendo gli elementi della successione dipendenti
da n, 'elemento x. della successione corrispondera ad un certo indice naturale n.. Sia
ora n > n.. Essendo la successione monotona crescente, si ha a,, > a,,_; pertanto

L—ec<[(52)]<an <an<[61)]<L<L+e,

da cui |a, — L| < ¢, e quindi a,, converge ad L.

Supponiamo ora che la successione sia monotona decrescente e illimitata; in questo
caso l'estremo inferiore dei valori della successione ¢ meno infinito, il che vuol dire
che per ogni M < 0 esiste ny in N tale che a,,, < M (ancora una volta, stiamo
identificando gli elementi della successione con i loro indici). Sia ora n > nys; essendo
la successione decrescente,

an < apy,, <M,
e quindi la successione diverge a meno infinito. Gli altri due casi (crescente e illimitata,
decrescente e limitata) sono lasciati per esercizio. ]
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Che succede se la successione non ¢ monotona, ma “monotona per n grande”?
Ovvero, se esiste ng in N tale che, ad esempio, a,11 > a, per ogni n > ngy? E ancora
vero che la successione ammette limite, ma in questo caso il limite non ¢ piu I'estremo
superiore (o inferiore) di tutti i valori della successione, ma solo dei valori per n > ny.
Che non sia possibile che il limite sia in generale 'estremo superiore (o inferiore) di
tutta la successione, basti pensare all’esempio di una successione che decresce verso zero
(ad esempio n+r1) e della quale modifichiamo il primo valore, scegliendo un numero reale
negativo (ad esempio, ayp = —1). La successione ¢ decrescente per n > 1, il limite &
sempre zero, ma 'estremo inferiore ¢ (nell’esempio) —1.

EsERci1z1O 5.5. Sia a, una successione monotona decrescente e limitata. Sia L il
limite della successione (che ¢ dunque l'estremo inferiore dei valori della successione) e
supponiamo che L = min {a,}. Come ¢ fatta la successione a,?

Risposta 5.5: Esiste ng in N tale che a,, = L per ogni n > ng. Infatti, essendo L il
minimo dei valori della successione, esiste n; in N tale che a,,, = L. Siccome a,, € decrescente,
sen >mnysihal <a, <a,, =L,equindia, = L per ognin > nj. A questo punto definiamo

no =min{n € N:a,, = LVm >n}.

Si osservi che il minimo esiste perché I'insieme & un sottoinsieme non vuoto (contiene n;) dei

naturali.

6. Una successione particolare.

(e0)
a,=(14+—-1] .
n

La successione a,, “genera” una forma indeterminata del tipo 1*°. Cercheremo di

Consideriamo la successione

“sciogliere” questa forma indeterminata, e di capire se a,, ammetta limite oppure no.
Iniziamo innanzitutto con il dimostrare che a,, ¢ limitata. Infatti, per la disugua-
glianza di Bernoulli,

1\" 1
ap=|14+—| >214n—=2.
n n

Inoltre, per la formula della potenza ennesima del binomio, e ricordando che m! > 2m~1

) =2 ()

per ogni m > 0 (si veda il primo capitolo),

7/ N
—_
+

SRS

a, =
m=0
o« lnm-1)...(n-m+1))
= — —
= ml n
B zn: 1 {nn—l n—m—l}
= _' - .
= ml|n n n
. . N ~ 1 ~ 1 ~ 1
[i fattori sono minori di 1] < Zj%zl—l—z:lmgl—l—z:lynl

I
= 3
_|_
RS
M .
|
—
N———3
A
w

2n—1
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dove nel penultimo passaggio si e usata la formula che da la somma dei primi termini
di una progressione geometrica (si veda il primo capitolo). Possiamo quindi escludere
sia la convergenza a zero che il divergere a piu infinito, ma ancora non sappiamo se
la successione a,, ammetta limite. Dimostriamo allora che la successione ¢ monotona
crescente, cosicché esistera il limite di a,,. Il primo passo consiste nel dimostrare che,
per ogni n e m in N, si ha

(6.1) (1—nil>nimgﬁ.

La (6.1) segue facilmente dalla disuguaglianza di Bernoulli dal momento che ¢ equiva-

lente alla disuguaglianza

n \" 1 \" m
=(1- >1-—- .
n+1 n+1 n+1

Osserviamo ora che, se 0 < m < n,

n+1\ (n+1)! . on+1 n
m ) mln+l-m) n+l-m\m/)’
da cui

1
62 ()= (=25) ()
m n+1 m
Dimostriamo ora che la successione a,, € monotona crescente. Si ha

= () -2 0w

m=0

o = 3 (0 ()

m=0

o0 < Y (") o

m=0

n+1 n+1
n+1 1 1
< (1 P
= Z(m)(nﬂ)’” (+n+1> e

m=0

che e quello che volevamo dimostrare. Il limite della successione a,, non € un numero
“noto”; sappiamo che ¢ compreso tra 2 e 3, ma non corrisponde a nessuna quantita
incontrata fino ad ora. Per questo motivo, introduciamo un nuovo simbolo:

1 n
e= lim a,= lim <1 + —) = 2,7182818284590452353 . ..
n

n——+0oo n——+00

Il numero reale “e¢”, detto numero di Nepero, non ¢ razionale (e quindi la successione
elle sue cifre decimali non e periodica).
dell fre d 1 d
Sia ora b, una successione di numeri naturali tendente a piu infinito. Allora

1\
(6.3) n1—1>r—i1-100 (1 + E) =e.

Per dimostrare la (6.3), sia ¢ > 0 e sia m. in N tale che

1\™
‘(1+—) —e
mE

<eg.
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Sia poi n. in N tale che b, > m. per ogni n maggiore di n.. Se n > n. si ha allora,
ricordando che 'applicazione che a m naturale associa (1 + %)m e crescente,

1\™ 1\
1+ — <({l1+—) <e,
Me by,

1\™ 1\
—5<<1+—) —e§(1+—) —e<0,
Me b,
da cui la (6.3).

Sia ora b, una successione di numeri reali che diverge a piu infinito. Allora
lim [bn] =
Essendo infatti b, < [b,] < b, + 1, si ha
by < [b] < b, + 1 _
by +2 7 [by]+1 7 b, +1
da cui la (6.4) per il Teorema dei Carabinieri, dal momento che
bn _ 1

im = lim 5
n—+o0o bn +2 n—+oo | 4 =

e quindi

(6.4)

L,

Infine, se b,, € una successione di numeri reali tendente a piu infinito, si ha
1\
. li 14+ — =e.
(6.5) n=>oo ( + bn) ¢
Osserviamo esplicitamente che, essendo b,, maggiore di 0 per n sufficientemente grande,

by,
la successione a,, = (1 + %) e ben definita (al solito, il fatto che possa non essere

definita per un numero finito di indici n non ci da fastidio). Per dimostrare la (6.5),
osserviamo che

14 " > (142 .
bn - bn

1 [bn] 1 [bn]+1 #
> (1+——) =|(1+—— ,
> (rarm) = | ()

e che I'ultima successione converge a “e” per la (6.3) e la (6.4). D’altra parte,
1\™ 1\™
14 — < 14—
(en) = (o)
1 [bn]+1 1 [bn]] Tonl
1+ —) - (1 + —) ,
( (D] [bn]

e anche in questo caso 'ultima successione converge a “e” per la (6.3) e la (6.4). La
(6.5) segue allora dal Teorema dei Carabinieri.
Sia ora b,, una successione di numeri reali tendente a meno infinito. Allora

1\
(6.6) lim <1+b—> =e.

n—-+00

[bn]+1

IN
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Per dimostrare la (6.6), definiamo ¢, = —b, — 1, cosicché ¢, tende a piu infinito, ed
osserviamo che si ha

bn
cn

Cn

<1+ 1>b"_ 1 1
by (1 I L)b" (1 + i)cn

La successione all'interno della parentesi quadra converge a %, mentre z—" converge a
—1 per definizione di ¢,. Pertanto, si ha la (6.6).
Un’importante applicazione delle (6.5) e (6.6) ¢ la seguente: sia L un numero reale

e b, una qualsiasi successione divergente (a pitt 0o a meno infinito). Allora

bn
(6.7) lim (1+b£) =el.

n—-+oo

Per dimostrare la (6.7), ¢ sufficiente scrivere la successione come

(o2 =[6+8)"]

e applicare la (6.5) o la (6.6).
Un’altra importante applicazione della (6.5) e la seguente:

(6.8) lim

14

Sia € > 0; allora, dal momento che (1 + %)n converge a e ¢, che e strettamente

maggiore di “e”, per il Teorema della permanenza del segno esiste n. tale che

1 n
<1+ +8> >e, VYn>n..
n

D’altra parte, essendo “e” maggiore di (1 + %)n per ogni n in N, si ha, per ogni n > n,,

(L+3)-1_oto1_ (49—
1 1

n n

1=

=1+4¢,

S =

da cui la tesi. A partire dalla (6.8), si dimostra che qualsiasi sia la successione a,, di
numeri reali tendente a zero si ha

an _ 1
(6.9) lim °

n—-+oo an

=1.

[P

Una volta definito il numero “e”, assume particolare importanza il logaritmo in base
“e”, detto logaritmo naturale, denotato con “In” (invece che con log,). Sfruttando
la (6.9) e la definizione di logaritmo naturale, si dimostra che

In(1
(6.10) lim 2+

n—-+4oo an

=1,

per ogni successione a,, di numeri reali tendente a zero. Per dimostrare la (6.10), ¢
sufficiente definire b, = In(1 + a,), ed osservare che b,, & ben definita (almeno per n
sufficientemente grande), che tende a zero e che, per definizione di logaritmo naturale,
In(l1+a,) by
an, Coebn — 17
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Conseguenza della (6.9) e il seguente risultato, valido per ogni successione a,, di
numeri reali tendente a zero e per ogni A > 0:

Asn — 1
(6.11) lim —— =

n—-+oo anp

In(A).

Per ottenere la (6.11) ¢ sufficiente scrivere (se A # 1, essendo il risultato evidentemente
vero per A = 1)

Aon 1 an In(A) _ 1 an In(A) _ 1
= ¢ = In(A) S

a, a, a, In(A) ~’

e applicare la (6.9).

EseRrcizio 6.1. Calcolare il limite delle seguenti successioni:

2 3 2 n
n Tl/\/ﬁ n' n n
AT (1—5> s LYy 2By (e —1 )
n n n* 3n (1+;)”

Risposta 6.1: L’ultima successione puo essere riscritta come

N NI
1+ —y
()

3
Dal momento che (1 + %)n tende a 400, 'argomento della parentesi quadra converge ad
“e”. Inoltre, essendo per la disuguaglanza di Bernoulli

3 3

1\" n 9
1+—) >1+==1+n2,
n n
si ha
n n

U ey ST

e quindi I’esponente “esterno” converge a 0. Il limite vale allora €? = 1.

7. Altre successioni particolari.

Prendiamo ora in considerazione cinque successioni:

an = (In(n))?, n>1, >0,
b, =n, a>0,
cn = A", A>1,
d, =n!, n>0,
e, =n", n>1.

Ci proponiamo — una volta verificato che divergono tutte e cinque — di studiare i
rapporti tra queste successioni. Che a,, diverga si vede usando il fatto che il logaritmo
naturale ¢ (essendo la base maggiore di uno) crescente: pertanto [In(n)]® > M se e
solo se n > e W; quindi & sufficiente scegliere ny; = [e W] + 1 affinché sia soddisfatta
la Definizione 2.2. Analogamente, per b, ¢ sufficiente scegliere ny = [V/M] + 1. Per
Cn, scrivendo A = 1 + h con h maggiore di zero, ed utilizzando la disuguaglianza di
Bernoulli, si ha ¢,, > 1 + nh, e siccome n h diverge a piu infinito, anche ¢, diverge a
piu infinito. Infine, d,, e e,, divergono perché sono entrambe maggiori di n, che diverge.
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Dimostriamo ora che

(7.1) lim — = +o00.
n—+oo n!
Infatti, per definizione di n!,
— = =—- .o e— 2>,
nl n-(n—-1)-...-2-1 n n-—1 2 1~
dal momento che i primi n — 1 fattori sono maggiori o uguali ad 1.
Il secondo risultato ¢ il seguente:
) n!
(7.2) VA>1, nl—l>r—iI-100 T +00.
Per dimostrarlo, sia n > [A]; allora
n!_n-(n—l)-...([A]+1)-[A]-...-2-1>n [A] - 2-1
An A-A-...-A-A- ... A A —A A A A
e l'ultima successione diverge.
Abbiamo poi:
AT
(7.3) VA>1, Ya >0, lim — = +o0.

n—+oo N

Per dimostrare la (7.3), scriviamo

n 200 1 2c
Ar (Am> _ (Aza)n
ne N n% N n

Siccome se A > 1 allora anche Az > 1, possiamo scrivere A =1+ h, con h > 0.
Per la disuguaglianza di Bernoulli abbiamo allora

n 1., 2a 20
A—=<(A2T) ) Z(H?h) > W,
ne n2 n2

e 'ultima successione diverge.

Q

=

La (7.3) continua a valere se si sostituisce a n 1’elemento generico di una qualsiasi
successione g, di numeri positivi divergente a piu infinito:

Agn
(7.4) VA>1, Va >0, lim = +00.
n—+oo g
Infine,
(7.5) Va >0, V8>0, lim ' = too.

n=too (In(n))?

Iniziamo con 'osservare che, essendo 8 > 0, la (7.5) & equivalente a
nY

i
vy >0, niIJ{lm ln(n)

= +00,
e che quest’ultima, essendo n” e In(n) non negativi, ¢ equivalente a

1
Yy >0, L))

n—+oo N7

=0.

Ricordando le proprieta del logaritmo, in definitiva la (7.5) € equivalente a

(7.6) Vv >0, lim In("/n)=0 <= lim "/n=1.

n—-4o0o n—-+00
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Definiamo ora

OVVEro

_ sn7

=9, .

Essendo 6,, > 1, possiamo scrivere §,, = 1 + ¢,, con €, > 0, e quindi, per la disugua-

glianza di Bernoulli,

X
2

n? =0 =1+4¢e,)" >1+¢e,)" > 14 [ne,.

Pertanto,

O<e < nz—1 _nz—1
6 Y
"] T -1
e 'ultima successione tende a zero. Per il Teorema dei Carabinieri €,, converge a 0, e
quindi §,, tende ad 1. La (7.6) ¢ allora dimostrata, essendo
2

Y= (Vi) =67

Come per la (7.3), anche la (7.5) continua a valere se si sostituisce a n ’elemento
generico di una qualsiasi successione g, di numeri positivi divergente a piu infinito:

(7.7) Va >0, V3 >0, lim

Una conseguenza immediata delle (7.1) — (7.5) & che le cinque successioni sono
“ordinate”: se a >0, 3 >0e A > 1, si ha

n

(In(n))’ < n* < A" < nl < n

e l'ordine va interpretato nel senso che il rapporto fra due successioni tende a piu
infinito o a zero a seconda se il numeratore ¢ “piu a destra” o “piu a sinistra”’ del
denominatore.

EsERcizIO 7.1. Si calcolino i limiti delle seguenti successioni:

n? +1n'"(n) 3" +n! nz + n? n"
o —m 10007 + nd0000 *  Huygn’ (2p)l

Un ultimo risultato, all’apparenza bizzarro, ma utile in molte applicazioni, ¢ la
cosiddetta formula di Stirling:

|
lim —— =1,

n—+oo N e/ 2T n

ESERCIZIO 7.2. Si calcolino i limiti delle seguenti successioni:

{L/m’ v n' ’ " (27’1/)” ‘

n (2n)!
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8. Sottosuccessioni. Il Teorema di Bolzano-Weierstrass.

Nel paragrafo 2 abbiamo visto come una successione convergente sia limitata, men-
tre il contrario non € necessariamente vero: data la successione a, = (—1)", a, ¢
limitata ma non e convergente, dato che oscilla continuamente tra i due valori +1.
Quello che pero possiamo fare ¢ non considerare i valori di a,, per ogni n, ma solo per
alcuni valori particolari — ad esempio i numeri pari. Se facciamo cosi, otteniamo la
successione di valori (—1)° =1, (=1)2 =1, (=1)* = 1 e cosi via, ovvero la successione
costantemente uguale ad 1, che sappiamo convergere ad 1. D’altra parte, se invece
di considerare gli n pari consideriamo gli n dispari, otteniamo la successione di valori
(=1)' = =1, (=1)3 = =1, (=1)® = —1 e cosi via; anche in questo caso abbiamo una
successione costante, convergente a —1. Perché diciamo “una successione”? Per noi
una successione ¢ un’applicazione da N in R, mentre nei due casi precedenti abbiamo
considerato un’applicazione da {n pari} in R, o da {n dispari} in R: due funzioni alle
quali non abbiamo il diritto di dare il nome di “successione”. Se, pero, consideriamo
I’applicazione k da N in N che a n associa 2n, la nostra applicazione dai numeri pari in R
puo essere vista come la composizione della funzione k con la successione a,,: otteniamo
cosl la successione (adesso si) che a n associa ag(,) = a2, = (—1)*" = 1. Analogamente,
la seconda applicazione puo essere vista come la composizione di h(n) = 2n+1 con a,,.

Dunque, data una successione qualsiasi a,,, possiamo costruire, considerando delle
funzioni opportune da N in N delle nuove successioni che assumono solo alcuni dei valori
della successione originaria a,. Perché “opportune”? Perché non possiamo prendere
una funzione qualsiasi da N in N e sperare di ottenere qualcosa di “significativo”: al
solito, a noi non interessa il comportamento della successione per n “piccolo”, ma per
n tendente a piu infinito. Va da sé che se noi prendiamo come applicazione da N in N
la funzione £ che ad ogni naturale n associa — ad esempio — un fissato naturale ng, la
composizione di questa funzione con una successione qualsiasi a,, ci da la successione
costante ayn) = an,; chiaramente, ¢ uno spreco di energie costruire una successione da
un solo elemento di a,, dato che per capire come ¢ fatto “basta guardarlo”.

In sostanza, dal momento che vogliamo andare a vedere se determinate proprieta
(come D'esistenza del limite) possono essere recuperate non considerando la successione
nella sua interezza, ma solo una parte di essa, sara necessario richiedere che la funzione
da N in N, il “filtro” degli indici, debba almeno divergere al divergere di n. In altre
parole, deve essere arbitrariamente grande per n grande. In questa maniera potremo
provare a leggere il comportamento al limite di alcuni dei valori della successione a,,
attraverso la “lente” della funzione da N in N. Per ottenere quello che vogliamo, &
sufficiente richiedere una sola proprieta sulla funzione £ da N in N: £ deve essere
monotona strettamente crescente.

PROPOSIZIONE 8.1. Sia k : N — N una applicazione tale che k(n + 1) > k(n) per
ognin in N. Allora
lim k(n) = +o0.

n—+00
Dimostrazione. Si ha k(0) > 0; inoltre, se k(n) > n, allora k(n + 1) > k(n) > n,
da cui k(n + 1) > n + 1. Pertanto, per il principio di induzione, k(n) > n per ogni n
in N, e quindi k(n) diverge a piu infinito. ]
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Come conseguenza del teorema precedente, ogni applicazione monotona stretta-
mente crescente da N in N genera una successione divergente a piu infinito. Siamo
allora pronti a dare la definizione dell’oggetto ottenuto componendo una tale funzione
con una successione qualsiasi.

DEFINIZIONE 8.2. Sia a, una successione di numeri reali, e sia k£ : N — N un’ap-
plicazione monotona strettamente crescente. La successione ay(y) si dice sottosucces-
sione o successione estratta da a,.

Dal momento che I'applicazione k altro non e che una successione di numeri naturali,
al solito si preferisce indicare k(n) con k,. Parallelamente, la sottosuccessione si indica
con ay,, .

Quali proprieta di una successione si conservano prendendo in considerazione le
sue sottosuccessioni? Una proprieta ¢ evidentemente la limitatezza, dato che I'insieme
dei valori assunti da una sottosuccessione € un sottoinsieme dei valori assunti dalla
successione di partenza. Se la successione di partenza ammette limite (finito o infinito),
allora ammettono lo stesso limite tutte le sue sottosuccessioni.

TEOREMA 8.3. Sia a,, una successione convergente ad L, e sia ay, una qualsiasi
sottosuccessione di a,. Allora ay, converge a L. Lo stesso vale se a, diverge a piu
infinito o a meno infinito.

Dimostrazione. Sia ¢ > 0, e sia n. in N tale che |a, — L| < ¢ per ogni n > n..
Dal momento che k, > n (ricordiamo che la successione k,, € crescente), se n > n.,
allora k, > k,. > n., e quindi |ax, — L| < &, come volevasi dimostrare. Il caso delle
successioni divergenti e lasciato al lettore. [

Dunque, se a,, converge, considerarne delle sottosuccessioni non modifica le nostre
informazioni: il concetto di limite e “stabile” rispetto al passaggio a sottosuccessioni.
Che succede se, pero, la successione di partenza non ammette limite? E possibile,
come nel caso della successione (—1)", “estrarre” una sottosuccessione convergente ad
un numero reale? Se si, sotto quali ipotesi?

ESERCI1Z10 8.4. Si consideri la successione a,, = (—1)" n. Si dimostri che da a,, non
si puo estrarre alcuna sottosuccessione convergente ad un numero reale.

Risposta 8.4: Dal momento che |a,| = n, la successione |a,| diverge, e con essa tutte le
sue sottosuccessioni. Se esistesse una sottosuccessione ay, convergente ad un numero reale,

ag, , e quindi |ay, |, sarebbe limitata, cosa che non puo essere.

Come si vede dall’esercizio precedente, se la successione non ¢ limitata, la speran-
za di trovare una sottosuccessione convergente ad un numero reale puo essere vana.
Il prossimo teorema, di fondamentale importanza®, afferma che se la successione &
limitata, allora e possibile estrarne una sottosuccessione convergente.

TEOREMA 8.5 (Bolzano-Weierstrass). Sia a,, una successione limitata. Allora da
a, SI puo estrarre una sottosuccessione ay, convergente ad un numero reale L.

) Tanto importante che ne daremo due dimostrazioni. . .
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Prima dimostrazione: il metodo di bisezione.
Dal momento che la successione a,, € limitata, esiste M > 0 tale che |a,| < M per
ogni n in N; vale a dire
-M<a, <M, Vn € N.

Consideriamo ora 'intervallo Iy = [-M, M| = [ly, o], che sappiamo contenere i valori
della successione a,,, e spezziamolo in due sottointervalli disgiunti (ovvero, privi di
punti in comune): Iy = I}t Uy, con I;7 = [0, M] e I] = [—M,0). Consideriamo ora i
due insiemi

Ef ={neN:a,el}}, Ef={neN:a,el}.

Dal momento che a,, & tutta contenuta in Iy, uno tra E; e E; & non vuoto. Di pill,
almeno uno tra Ef” e E| contiene infiniti numeri naturali, dato che la loro unione & tutto
N. Se E; contiene infiniti numeri, definiamo I = I, e By = E, altrimenti poniamo
I, = If e By = E. Dettily e ry gli estremi sinistro e destro di I, definiamo I; = [ly,74].
Sia poi n(1) il minimo di F; (che esiste per il principio del buon ordinamento), cosicché
a,, appartiene ad I;. dopo questo primo passaggio, abbiamo ottenuto un intervallo Iy,
un insieme E; (contenente infiniti numeri naturali), un intero n(1) ed un numero reale
an(1) con queste proprieta:

aq) 'ampiezza di I; € la meta dell’ampiezza di Iy; ovvero, r; — I} = %;

Bi) lh > 1y ery <ro;

1) b < apay <11

Continuiamo ora il procedimento, spezzando I; nell’'unione disgiunta di due inter-

valli I3, di ampiezza la meta di I;. Definiamo poi

Ef={neN:n>n(l)ea,<c IF}.

Come nel caso precedente, almeno uno tra Fy e F, contiene infiniti numeri naturali.
Se Ey ¢ infinito, definiamo I, = I; e Ey = Ej , altrimenti poniamo I, = I e Fy = EJ.
Come prima, detti Iy e 7o gli estremi di I, definiamo I, = [lo,75]. Infine, sia n(2) il
minimo di Fjs.

Come prima, abbiamo che:

ay) 'ampiezza di I e la meta dell’ampiezza di I1; ovvero, ro — ly = % = %;

Ba) b > 11 > g e ry <1y < 1p;
Y2) 2 < angy < 1o
d2) n(2) > n(1).
Supponiamo ora di aver definito Ej (contenente infiniti numeri naturali), n(k) (il
minimo di Ej) e I = [lx, rx] in modo tale che

. D . . : -l
ay) Vampiezza di I, ¢ la meta dell’ampiezza di I _q; ovvero, ry — I = T’“l% =

ro—lo.
Qk 9

Be) le >k > .2 lgery <y <o <1
Vi) e < Angy < 73
o) n(k) >n(k—1) >...>n(2) > n(l).

Proseguiamo, definendo I I;t-i-l (come le due “meta” di Ij),

+ +
E-,={neN:n>nea, € [}5,},
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e ponendo come prima Iy = I, e Fypy1 = E | se B, contiene infiniti numeri,
=g + + . . .
Iy = I}, e By = B altrimenti. Come prima, lr11 = [le41, Teq1] € L1 € Trpr
sono gli estremi sinistro e destro di I, ;. Infine, n(k + 1) ¢ il minimo di Ej;.

E allora evidente per costruzione che si ha

ag.1) Pampiezza di I, € la meta dell’ampiezza di Iy; ovvero, 11 — lg11 = T’“;l’“ =

ro—lo.
2k+17

Brei1) leyr > e > o>l e ey < <o <
Vit1) Lot < Angegr) < Ths
Okar1) n(k+1) >n(k) > ... >n(2) >n(1).

Dal momento che, per ogni k, 'insieme E}, conterra infiniti numeri naturali, potre-

mo proseguire indefinitamente il nostro ragionamento. Cosa abbiamo allora trovato?
Per ogni k in N, abbiamo determinato un numero naturale n(k), con la proprieta che
n(k + 1) > n(k); in altre parole, abbiamo determinato un’applicazione da N in N mo-
notona strettamente crescente. Pertanto, (k) ¢ una sottosuccessione estratta da a,.
Inoltre, per costruzione, la successione [, ¢ monotona crescente, e limitata superior-
mente da ro = M. Pertanto, [, converge, per k tendente ad infinito, verso un limite /.
Analogamente, 7, € una successione monotona decrescente, limitata inferiormente da
lo = —M. Pertanto, r, converge verso un limite . Infine, essendo

o — lo

2k 7

dal momento che 2% tende a zero, si ha r = [. Applicando il Teorema di Carabinieri

T‘k:lk+

alla relazione 7y ):

I < any < i,

si ha allora la tesi: a,) converge a r. n

EsempIO 8.6. Sia a, = (—1)", e applichiamo il metodo descritto nel precedente
teorema. La successione a,, € limitata, dal momento che |a,| < 1, cosicché [y = [—1,1]
e I; =1[0,1] e I; = [~1,0), mentre

Ef ={n€eN:a, € I} = {pari},
Er ={neN:a, € I] } = {dispari}.

Dal momento che E] contiene infiniti numeri naturali, definiamo F; = FEj, il che
implica n(1) =1 e I; = [~1,0]. Nel secondo passaggio, I = [-1,—3) e I; = [—3,0],
da cui
Ef={neN:n>1lea,el}=0,
E;y ={neN:n>1ea,c l;} = {dispari maggiori di 1}.

In questo caso, la scelta ¢ obbligata: E, = By, da cui n(2) = 3 ¢ I, = [-1,—3].
Proseguendo, si avra
1 1 1
- - _
]k_|:_1’_1+W]’ ]k_|:_1+W’_1+W)’
e quindi

Ef={neN:n>nk—-1)ea, e} =10,
E; ={neN:n>n(k—1)ea, €I, } = {dispari maggiori di n(k —1)}.
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Eseguendo i calcoli, si trova n(k) = 2k — 1, e [, = [—1, -1+ %%1} Essendo a )
identicamente uguale ad —1, evidentemente a,) converge ad —1, anche se questo
fatto poteva essere dedotto dal Teorema dei Carabinieri e dal fatto che

—1<aym < -1+ T -

Seconda dimostrazione: il metodo dell’estremo inferiore.
Data a,, una successione limitata, definiamo

Eq={ay: k >0} ={ap,a1,a9,...}.

In altri termini, Ey e l'insieme dei valori della successione. Dal momento che a, ¢
limitata, anche Ej sara limitato. Pertanto, € ben definito il numero reale

b[) = inf Eo.

Dalla definizione equivalente di estremo inferiore sappiamo che, per ogni € > 0, esiste
un elemento in Fy compreso tra by e by +¢&. Siccome gli elementi di Ejy sono identificati
da numeri naturali, esiste un numero naturale n, tale che

bgéana<bo+€.

Scegliamo ora € = 1, ed in questo modo otteniamo n(1) in N tale che by < a1y < bo+1.
Definiamo ora

By =A{ap, k>n(1)} = {anq)+1, Gn()42, - - -} »

ovvero gli elementi della successione da n(1) + 1 in poi. Essendo E; C Ejy, anche F; ¢
limitato, e quindi e ben definito

bl = inf El.

Inoltre, essendo E; C Ey, si ha by < b;. Sempre per definizione di estremo inferiore,
ma scegliendo questa volta € = £, esiste un indice n(2) > n(1), ed un elemento a,() in
FE4, tale che
1
by San(g) <b1+§.
Proseguiamo nella nostra costruzione; al passo h-simo, si puo costruire un insieme
limitato

E, = {ak, k > n(h)} C Ehfl,

il cui estremo inferiore by, € maggiore di b,_1, e nel quale possiamo scegliere un elemento
n(h+1), con un indice n(h + 1) > n(h), tale che

1
(81) bh S a/n(h+1) < bh + h——l—]_ .

Dal momento che Iapplicazione h +— n(h) € crescente, {a,p)} € una sottosuccessione di

{a,}. Essendo b, crescente, e limitata superiormente dall’estremo superiore dei valori
1
n+1
anch’essa a L, il Teorema dei Carabinieri e la (8.1) implicano che a,) converge a

L. ]

della successione a,,, b, converge ad un certo limite L. Siccome b, + converge
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ESEMPIO 8.7. Sia, come nell’esempio precedente, a, = (—1)". Allora
Eo={ay, k >0} ={-1,1},

da cui by = —1. Fissato € = 1, possiamo scegliere n(1) un qualsiasi numero dispari; ad
esempio, n(1) = 3. Abbiamo cosi

Elz{ak, k24}:{—1,1},

da cui by = —1. Scelto € = %, possiamo scegliere per n(2) un qualsiasi numero dispari
maggiore di 4; ad esempio, 5. Continuando, otteniamo per n(h) una successione cre-
scente di numeri dispari (ad esempio, i numeri primi), b, = —1 per ogni n in N, mentre
an(ny = —1 per ogni h (e quindi ¢ banalmente convergente).

OSSERVAZIONE 8.8. Il metodo utilizzato per la prima dimostrazione del Teorema
di Bolzano-Weierstrass, che consiste nel dimezzare di volta in volta I'intervallo dentro
al quale si trovano i valori della successione, viene detto metodo di bisezione. Uno
dei vantaggi di tale metodo ¢ che, dopo k passaggi, conosciamo il limite della sottosuc-
cessione con un errore inferiore a %, dal momento che il limite [ si trova tra [ e ry e
sihary—1I; = 7"02;&’ = 2,?4—_1 Per ottenere convergenze piu rapide, I'intervalo k-simo puo
essere spezzato in (ad esempio) 10 sottointervalli di ampiezza un decimo dell’intervallo
k-simo: il metodo continua a funzionare, dato che almeno uno degli intervalli conterra
infiniti elementi della successione.

Osserviamo infine che il Teorema di Bolzano-Weierstrass da una condizione suffi-
ciente, ma non necessaria, per 'esistenza di una sottosuccessione convergente. Infatti
la successione a,, = n sen (”7“) ¢ illimitata (dato che per n dispari vale +n), ma ay, = 0
per ogni n in N: la sottosuccessione corrispondente agli indici pari ¢ costante, quindi

convergente.

Che succede se la successione non e limitata? Come abbiamo visto con I’esempio
a, = (—1)"n e nell’osservazione precedente, puo esistere o non esistere una sottosuc-
cessione convergente ad un numero reale. Quello che e sicuramente vero, pero, e che si
puo estrarre una sottosuccessione divergente.

TEOREMA 8.9. Sia a, una successione illimitata superiormente; allora esiste una
sottosuccessione divergente a piu infinito. Sia a, una successione illimitata inferior-
mente; allora esiste una sottosuccessione divergente a meno infinito.

D’

Dimostrazione. Dal momento che la successione a,, ¢ illimitata superiormente,
non vuoto l'insieme
Ey={neN:q,>1}.

Sia allora n(1) il minimo di E;, cosicché a,;y > 1. Sempre per l'illimitatezza di a,,

D’

non vuoto l'insieme

Ey={neN:n>n(l)ea,>2}.
Come prima, sia n(2) il minimo di E»; si ha n(2) > n(1) e ane) > 2. Supponiamo
ora di aver determinato n(1), n(2), ..., n(k) tali che n(k) > n(k—1) > ... >n(1) e
an(j) = J per ogni j da 1 a k. Sfruttando l'illimitatezza di a,, sara non vuoto l'insieme

Erpn={neN:n>nk)ea, >k+1}.
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Possiamo allora definire n(k 4 1) il minimo di Ej,1, che sara maggiore di n(k), e sia
avra an(r) > k. Continuando in questo modo, possiamo costruire I’applicazione da N in
N che a k associa n(k); tale applicazione ¢ strettamente crescente, e quindi @, € una
sottosuccessione di a,. Inoltre, essendo a,) > k, la successione a, ) diverge quando k
tende a piu infinito. Il lettore completi la dimostrazione nel caso in cui a,, sia illimitata
inferiormente. [

Nel Teorema 8.3 abbiamo visto che se la successione a,, converge, allora ogni sua
sottosuccessione converge allo stesso limite. E chiaro che se da una successione si
possono estrarre due sottosuccessioni convergenti a due limiti diversi, la successione
di partenza non potra convergere (per l'unicita del limite). Ci chiediamo allora se sia
vero che se ogni sottosuccessione estratta dalla successione di partenza e convergente
allo stesso limite, allora tutta la successione & convergente (al limite comune). La
risposta e ovviamente affermativa, dato che una delle sottosuccessioni estratte da a,, €
a, stessa (corrispondente all’identita su N, che & una funzione monotona strettamente
crescente). In realta, possiamo chiedere qualcosa di meno.

TEOREMA 8.10. Sia a,, una successione di numeri reali. Supponiamo che da ogni
sottosuccessione a,, di a, si possa estrarre una sotto-sottosuccessione Qp,,, COnVergen-
te ad un limite L indipendente dalla sottosuccessione a,,. Allora la successione a,
converge ad L.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che a, non converga ad L. Cio vuol dire
— per definizione di limite — che esiste € > 0 tale che a,, dista da L piu di € per infiniti
indici n. Pertanto, detti

Et={neN:a, - L>E}, E-={neN:a,—L<-%},

uno tra ET e E~ contiene infiniti numeri naturali; supponiamo che sia E*. Definiamo
n(1) il minimo di E¥, n(2) il minimo degli elementi di E* strettamente maggiori di
n(1), n(3) il minimo degli elementi di E* strettamente maggiori di n(2) e cosi via. In
questo modo costruiamo una sottosuccessione a,) tale che a,) — L > € per ogni k in
N. Per ipotesi, da a,) si puo estrarre una sotto-sottosuccessione a, ;) convergente
ad L, il che vuol dire che, per j sufficientemente grande, a,;)) — L < &. Per come ¢
stata costruita a,), cio non ¢ possibile. n

9. Le serie numeriche.

Non tutte le successioni “immaginabili” sono suscettibili di una definizione “como-
da”, ovvero di una forma analitica che permetta, dato n, di calcolare esplicitamente
I'n-simo elemento della successione, come ad esempio a, = n, o a, = sen(n) —n% In

“a, = n-simo numero primo”, non c’e

alcuni casi, si pensi ad esempio alla successione
espressione analitica esplicita del valore, il che vuol dire che, per studiare le proprieta
della successione, € necessario usare altre tecniche. Ad esempio, una volta dimostrato
che esistono infiniti numeri primi, la successione “a,, = n-simo numero primo” diverge

(dato che ¢ monotona strettamente crescente).
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Un altro caso — molto importante — di famiglia di successioni per le quali e
talvolta necessario conoscere il comportamento al limite senza conoscere gli elementi
della successione in maniera analitica, ¢ quello delle cosiddette serie numeriche.

DEFINIZIONE 9.1. Sia a; una successione di numeri reali. Definiamo serie nume-
rica (o serie) associata ad ay, o serie di termine generico ay, la successione S, il
cui termine generico ¢ dato da

n
Sn = E Qg .
k=0

Se la successione .S, converge ad un numero reale S, la serie si dice convergente; se il
limite di S,, non ¢ finito la serie si dice divergente, mentre si dice indeterminata se
Sy, non ha limite (finito o infinito che sia). Nel caso in cui la successione S,, converga

ad S si scrive
oo
S - E ag ,
k=0

e S si definisce la somma della serie. Si avverte il lettore che S non ¢ in generale la
somma di infiniti termini®®, ma il limite della successione S,, che viene detta succes-
sione delle somme parziali. In altre parole, le proprieta consuete delle operazioni
algebrich tra numeri reali (commutativita della somma, eccetera), non si estendono ai
numeri reali ottenuti come somme di una serie.

EsEMPIO 9.2. Sia a; = 1 per ogni n in N. La serie S, associata ad a; ¢ evidente-
mente

(9.1) Zak—21:n+1.

k=0

Pertanto, la serie diverge. Sia ap = n per ogni n in N. La serie S, associata ad ay e

Zak—zk n—l—l)'

Anche in questo caso, la serie diverge. Sia ap = 2F per ogni n in N. Ricordando la

allora

formula che da la somma della serie geometrica, la serie (divergente) S, associata ad

S, Zak—ZZk ontl 1.

k=0

ay, ¢ allora

In generale, se ¢ # 1, e se a;, = ¢*, la serie Sn associata ad a; e data da

9:2) Zak_zq ity

q—l

Si ha, evidentemente, che .S, diverge se ¢ > 1, converge a ﬁ se —1 < ¢ < 1, mentre ¢
indeterminata se ¢ < —1.

(10)Nessuno ha il tempo sufficiente a sommarli tutti, a meno che la k-sima somma non sia effettuata
in un tempo che ¢ la meta di quello necessario per effettuare la (k — 1)-sima (esercizio!).
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Ricapitolando:
+00 diverge se q>1,
(9.3) La serie Z ¢ converge  se —1 < g <1,
k=1 non converge se q < —1

EseEmPIO 9.3. Un caso particolare della serie associata ad una progressione geome-
trica — e che aiuta a comprendere il motivo del perché la somma di una serie non sia
la somma di infiniti termini —, ¢ il caso ¢ = —1. Se scriviamo i primi termini della

successione S,, definita da
n

k=0
troviamo Sy =1, 51 =0, So =1, S3 =0, e cosi via, con i valori 0 e 1 che si alternano.
Al giorno d’oggi — forti del concetto rigoroso di limite — sappiamo che una successione
fatta in questo modo non converge, ma quando in passato si presento questo esempio,
ed il concetto di somma di una serie come limite di una successione non era ancora ben
codificato, furono parecchie le dispute attorno al “risultato corretto”:

1)se S=1—-141—-1+1—..., allora S = 0; infatti
S=1-H)+1-)+(1-1)+...=04+0+0+...=0;
2)se S=1—-141—-1+1—..., allora S = 1; infatti
S=1-(1-D+1-1)+1-1D+...=14+0+0+0+...=1;
3)se S=1-141-1+1—..., allora S =1; infatti
S 1o (l—14l-T4le. —1—8§ — 2§ =1 —> §—=.

2
In altre parole, dal momento che la successione delle somme parziali non e conver-

gente (secondo il concetto di convergenza oggi adottato), non e possibile usare 1’asso-
ciativita della somma e sperare di ottenere sempre lo stesso risultato (o di ottenerne
uno che sia “migliore” degli altri). Volendo, si potrebbe “dimostrare” che S assume
un qualsiasi valore in Z, riordinando opportunamente i termini: come si vede, pensare
che la somma di una serie sia la “somma di infiniti termini” porta rapidamente a delle
conclusioni paradossali.

Se, invece, la serie converge “bene” M) si ottiene lo stesso risultato S qualsiasi
sia la “regola” scelta per sommare i vari termini della successione. Ad esempio, se
—1 < ¢ < 1 abbiamo

—+o00 k n k 1 o qn+1 1
S=2 d = lm D i =t =
ma anche
+0o0 +00
=3 3
k=0 k=0
Infatti . .
o0 o0
1 — q2n+2 1
2%k Nk .
gt = (¢°)" = lim = ,

(11)Qualsiasi cosa cio significhi. . .
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— 2k = 2\ k 1—C]2n+2 q
];q quZ;(Q) = m ¢ —o = 5

1—g¢q

e si ha
1 n qg 1+qg 1
1-¢2 1-¢ 1—-¢2 1—q°

Lo stesso risultato si otterrebbe sommando prima sui multipli di 3, poi sui multipli di 3

pit 1, ed infine sui multipli di 3 piu 2, o sommando in una maniera “qualsiasi” (purché
corretta).

Si noti che nel caso —1 < ¢ < 0 (quando cioé i termini della serie sono a segno
alterno), spezzando la somma sugli indici pari e dispari si ottengono due serie a termini
di segno costante, ed entrambe convergenti.

ESERCIZIO 9.4. Sia g, una successione convergente ad 1 e tale che ¢,, # 1 per ogni
m in N. Sia n un naturale fissato. Calcolare, usando le (9.1) e (9.2) e i teoremi sui
limiti,
n+l 1
lim o
m——+00 Qm — 1

Risposta 9.4: Si ha, per le (9.1) e (9.2),

n+l n i n i n
li B = i = li = 1= 1.
m—1>I—I|—100 qm — 1 m—1>I—§r—loo k‘ZO @ k’ZO <m—1>r—1i-1c>o qm) P nt

ESERCIZIO 9.5. Supponiamo di avere a disposizione un numero infinito di mattoni
tutti uguali, omogenei e di lunghezza unitaria. Poggiamo il primo mattone a terra,
perfettamente in piano; successivamente sistemiamo un secondo mattone esattamente
sotto il primo. Spostiamo ora il secondo mattone verso destra, facendolo scorrere finché
il sistema resta in equilibrio. E chiaro che possiamo spostarlo verso destra esattamente
di mezza unita. Mettiamo ora un terzo mattone sotto il secondo, e facciamolo scorrere
verso destra finché il sistema resta in equilibrio. Quanto possiamo spostarlo? Possiamo
arrivare fino al punto in cui I'estremo sinistro del terzo mattone si trova esattamente
sotto il baricentro del sistema composto dai primi due mattoni. Adesso mettiamo
un quarto mattone, e ripetiamo l'operazione; e cosi via. Dopo n mattoni, dove si
trova ’estremo destro z,, dell’'n-simo mattone se ’estremo sinistro del primo mattone
¢ nell’origine?

Risposta 9.5: Come detto, 'estremo sinistro dell’n-simo mattone deve coincidere con

il baricentro del sistema formato dai primi n — 1 mattoni. Dove si trova quest’ultimo? Il
baricentro del primo mattone, by, si trova nel punto % Mettendo il secondo mattone e
spostandolo verso destra finché il suo estremo destro non si trova sotto by, il baricentro del

sistema dei primi 2 mattoni & dato da

1 1
b2—2[1-b1+<b1+2>:| ,

1
peso degli n mattoni’

ovvero, per n = 2,

per la somma tra

(peso dei primi n — 1 mattoni) - (baricentro dei primi n — 1 mattoni),
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(peso di un mattone) - (baricentro dell’n-simo mattone) .
Generalizzando, la formula per il calcolo di b, €
1

1 1
bn—ﬁ [(n_l)bn1+<bn1+2>:| —bnfl+%-

Ovviamente, ’estremo destro dell’n-simo mattone si trova in b,,_1 + 1, cosicché

1 1 1 1
b+l =bpot 4 1=by 1=..=1 =
Tn= O L=t oy = s o Ty T ) T >

da cui

i
L

Tp =1+

N
=
I
| =

1

Una volta svolto 'esercizio precedente, ci troviamo davanti al problema di calcolare
esplicitamente x,,. Dalla definizione di serie, ¢ chiaro che z,, ¢ esattamente il termine
(n—1)-simo della serie associata alla successione ay, che vale i perognik > 1,eay =1,
ma non abbiamo alcuna idea di quanto valga realmente x,,. Quello che possiamo pero
chiederci e cosa succede alla successione x,, quando n tende all’infinito. Converge?
Diverge?

Per semplicita, consideriamo solo

3

Sp =
k=1
che ¢ la cosiddetta serie armonica. Iniziamo ad osservare che la successione S,
1
n+1
il Teorema 5.3, S,, ammette limite, finito o piu infinito che sia. Inoltre, tale limite

T =

€ monotona strettamente crescente. Infatti S,.; = S, + > S,. Pertanto, per
coincide con quello di una qualsiasi sottosuccessione estratta da S, (per il Teorema 8.3).
Consideriamo allora la sottosuccessione corrispondente a 2¥, ovvero la sottosuccessione
Sok, con k > 0. Abbiamo

St = 1,
1
S2 = 1+ 5 )
1 1 1
-1 - i
Sy +(3 +[3+4},

Swo= 1+ (L)l L
2k - 2 3 4 2k—1+1 2k .
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Notiamo che nelle parentesi tonde c’@¢ un solo termine, uguale a %, nelle parentesi

2
quadre ci sono due termini, entrambi maggiori di }l, mentre nelle parentesi graffe ci

sono esattamente 2°~! termini, tutti maggiori di 2% Pertanto,

Swo> 1 ()t ]
1

k
= l4+=-+=-+... +=-=1+=.

1

2 2 2 2
Pertanto, Sy diverge a piu infinito, e quindi S, diverge a piu infinito. Con calcoli
analoghi, raggruppando diversamente i termini, si puo dimostrare che Syx_; € minore
di 1+ k. Questo significa che S, & compresa tra c; logy(n) e ¢y logy(n), con ¢ e o
costanti opportune. Che I'andamento di S,, fosse di tipo logaritmico (il che vuol dire
che diverge si, ma molto lentamente) lo si poteva dedurre anche dall’immagine della
“scala” che definisce S,,.

Come conseguenza del fatto che S, diverge, accumulando un numero sufficiente-
mente elevato di mattoni e possibile allontanarsi indefinitamente dal primo mattone,
a patto pero di salire molti gradini: infatti, per spostarsi di 5 unita (ovvero z, > 5),
servono 1675 mattoni, essendo

T1e75 = 9,0002427859978895338951523982598487229001 .

Appare dunque evidente la necessita di usare del cemento per “incollare” i gradini di
una scala, in modo da poter arrivare da qualche parte in tempo finito. . .

Ricapitolando, ¢ possibile che alcune serie (in realta, la maggior parte di esse) non
abbiano un’espressione esplicita in termini analitici del termine generico, ed ¢ quindi
necessario ricorrere ad altri strumenti per dimostrarne la convergenza (o la divergenza);
nel caso della serie associata alla successione %, abbiamo concluso che la serie divergeva
osservando 1) che ammetteva limite essendo monotona crescente e 2) calcolando tale
limite per mezzo di stime su una sottosuccessione (che ha, comunque, lo stesso limite
della successione di partenza).

Consideriamo ora la successione a, = k%, definita per £ > 1, e chiediamoci se
la serie associata converga o diverga. Come prima, la serie associata ¢ monotona
crescente, e pertanto ammette sicuramente limite (finito o infinito). Studiamo allora

la sottosuccessione S,x. Abbiamo

Sy =1,
1
SQ = 1+ Z )
1 1 1
= 1 — 4=
S +(3 +{9+161,

Swo= 1+ (M) e[ty by ! T
2k — 4 9 16 (2]@‘71_‘_1)2 22k .

, }L, che e minore di 1%, nelle parentesi
1

quadre ci sono due termini, entrambi minori di }1 = 53, nelle parentesi graffe ci sono

Nelle parentesi tonde c¢’¢ un unico termine
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2F=1 termini, tutti minori di W Pertanto,

= 1 () [ )
TN R S

(2k-1)2 (212
20 21 2k—1
= 1+ (20)2 + (21)2 T (212

k—1
1 1
— 1+22_m:1+2<1—27)53-
m=0

Essendo Syr limitata, se ne deduce che anche S, ¢ limitata (se .S, fosse illimitata, S,
divergerebbe a piu infinito, quindi anche Sy dovrebbe divergere ed essere pertanto

illimitata), e quindi S,, ammette limite finito. Non sappiamo quanto valga questo

(12)

limite''“), ma sappiamo che esiste ed & finito.

EseERrcizio 9.6. Dimostrare, ripetendo il ragionamento precedente, che se v > 1
allora la serie di termine generico T% e convergente. Trovare una dimostrazione semplice

del fatto che se a < 1 allora la serie associata alla successione n% ¢ divergente. La serie

di termine generico nia si dice serie armonica generalizzata.

Risposta 9.6: Se a < 1, allora n® < n, e quindi n% > % Pertanto, la serie associata a
1

~= ¢ maggiore della serie associata a %, che abbiamo visto essere divergente.

EsErcizio 9.7. Dimostrare, come nell’esercizio precedente, che la serie di termine

generico - e convergente.

1
In?%(n)
Risposta 9.7: Stimando Syr, 'addendo tra parentesi graffe € maggiorato da una somma

della forma
1 1

—_—
2k—1 1n2(2k—1) 2k—1 1n2(2k—1)
gli addendi essendo 2¥~1, ovvero da un termine come
1 1

In?(2k-1)  (k—1)2 In?(2)

Pertanto, Sox € minore di uno degli elementi della serie di termine generico

1
k2 )
detto essere limitata. Ne consegue che la successione Syr € limitata, e dunque S, € convergente

che abbiamo

(essendo monotona).

Negli esempi precedenti abbiamo sempre usato il fatto che, essendo la successione ay
non negativa, la successione S,, era monotona crescente, e pertanto ammetteva sempre
limite. Questo e, ovviamente, un fatto generale.

TEOREMA 9.8. Sia a, una successione di numeri reali per la quale esiste kg in N
tale che ay, > 0 per ogni k > ky. Allora la serie di termine generico a; ammette limite
(finito, o pitl infinito).

Dimostrazione. Sen > ko, allora S,,11 = S, +a,+1 > S,. Pertanto, S,, ¢ monotona
crescente per n > kg e quindi ammette limite. [

. . A\ . . 2
Nel senso che per ora non possiamo calcolarlo; il valore ¢ (magia! magia!) %-.

(12)
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Notiamo en passant che la condizione di segno su ay, ¢ richiesta da un certo punto
in poi: come gia per le successioni, modificando un numero finito degli a; non cambia
la convergenza della serie associata (anche se, e diversamente da quanto accade per il
limite di una successione, cambia ovviamente il valore della somma della serie).

Esistono delle ipotesi sulla successione a; che “garantiscano” la convergenza della
serie associata? Ahimé, no. Esiste pero una condizione che deve essere necessariamente
verificata se la serie ¢ convergente.

TEOREMA 9.9. Sia a; una successione di numeri reali tale che la serie associata S,
sia convergente. Allora ay, tende a zero.

Dimostrazione. Sia S la somma della serie, ovvero il limite di S,. Siccome la
sottosuccessione S, 1 converge anch’essa ad S, e si ha S,,1 — 5, = a,, ne segue che
a, tende a zero come differenza tra due successioni che hanno lo stesso limite finito.

n

Come conseguenza del teorema precedente, se la successione a; non tende a zero,
la serie associata non puo convergere. Se la successione a ¢ non negativa e non tende
a zero, allora la serie associata non puo che divergere positivamente. Si osservi che
la condizione di convergenza a zero di ap € una condizione necessaria, ma non suffi-
ciente: ad esempio, la serie armonica ha il termine generico tendente a zero, ma non &
convergente.

Dal momento che in generale non ¢ possibile calcolare esplicitamente il valore di
S,, 'unica cosa che si puo dire di una serie e se essa converga o meno. A tal proposito
— unitamente alla conoscenza del comportamento di alcune serie particolari, come le
serie associate a progressioni geometriche, o la serie armonica generalizzata — sono
utili i seguenti teoremi.

TEOREMA 9.10 (Criterio del confronto). Siano ay e by due successioni di numeri
reali, con 0 < aj, < by per ogni k in N. Se la serie associata ad a diverge, la serie
associata a by diverge; se la serie associata a b converge, la serie associata ad ay
converge.

Dimostrazione. E sufficiente osservare che le serie associate ad ap € b ammettono
limite (essendo a termini non negativi), e che la successione delle somme parziali as-
sociata ad a; € maggiorata dalla successione delle somme parziali associata a b;. Per
ottenere la tesi, basta allora applicare i teoremi di confronto tra successioni. [

Al solito, per ottenere la tesi del precedente teorema e sufficiente che la condizione
0 < ap < by sia soddisfatta per ogni k > k.

TEOREMA 9.11 (Criterio del confronto asintotico — 1). Siano ay, e by, due successioni
di numeri reali non negativi, e supponiamo che b, # 0 per k sufficientemente grande, e
che
lim 2 _
k—+oo by,
con L numero reale maggiore di zero. Allora le serie associate ad a;, e b, o convergono

entrambe, o divergono entrambe.



9. LE SERIE NUMERICHE. 39

Dimostrazione. Se Z—: converge ad 0 < L < 400, allora

L ag 3L
G gy
2 7 b, T 2

per ogni k sufficientemente grande. Pertanto (ricordando che by ¢ non negativa),

gbk <a; < % by, -
Per ottenere la tesi, ¢ sufficiente applicare il teorema precedente, osservando che la serie
di termine generico %bk (o % br) ha lo stesso comportamento della serie di termine
generico by. [

Se il limite vale 0, o infinito, il teorema precedente € vero “solo a meta”.

TEOREMA 9.12 (Criterio del confronto asintotico — 2). Siano ay, e by, due successioni
di numeri reali non negativi, e supponiamo che
lim o =0.
k—+o0 bk
Se la serie associata ad ay diverge, diverge anche la serie associata a by; se quest’ultima
converge, converge anche la serie associata ad a. Se, invece
Qg

lim — =+o00,
k—+o00 bk‘

i ruoli di a; e b, sono scambiati.

Dimostrazione. Se ‘;—: tende a zero, allora per k sufficientemente grande si ha 0 <
ap < by, e si puo applicare il Teorema 9.10. Se ‘;—: diverge, allora per k sufficientemente
grande si ha a; > b, > 0, e si puo applicare il Teorema 9.10. [

I criteri esposti precedentemente sono utili quando ci troviamo davanti ad una serie
di termine generico ay, e riusciamo —in qualche modo — a confrontarla con una serie
di termine generico by della quale sappiamo dire se converge o meno. Come facciamo,
pero, a sapere se una serie converge o meno? Fino ad ora, abbiamo visto solo alcuni
esempi: la serie geometrica di termine generico ¢* (che converge se |q| < 1, e diverge
o non converge altrimenti) e la serie armonica generalizzata di termine generico 1/k%,
che converge per a > 1 e diverge altrimenti.

Supponiamo adesso di avere a che fare con la serie

che soddisfa la condizione necessaria (dato che il termine generico ay = % e infinitesi-

mo) e quindi potrebbe convergere o divergere. Con cosa confrontarla? E la — financo
peggiore — serie
<= k!
ﬁ ’
k=1
che soddisfa sempre la condizione necessaria, con cosa paragonarla? Quale successione
— il cui comportamento della serie corrispondente ci ¢ noto — scegliere per applicare

il Teorema 9.10 o il Teorema 9.117
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Fortunatamente, abbiamo a disposizione altri due criteri per dire se una serie
converge o no.

TEOREMA 9.13 (Criterio del rapporto). Sia {ax} una successione di numeri positivi,
e supponiamo esista
L= lim 21
k—+oco Qg
Se L < 1, allora la serie di termine generico ay € convergente; se L. > 1, allora la serie

di termine generico ay, € divergente. Se L = 1, non si puo dire nulla.

Dimostrazione. Supponiamo che sia L < 1. Sia allora ¢ > 0 tale che L +¢ < 1, e
sia ko > 0 (che esiste per definizione di limite) tale che

a
<K <e, Vk > k.
ag

—&

Da questa disuguaglianza otteniamo, sempre per k > ko,
k41
ak

<L+e¢ — ak+1§(L+€)ak

Sia ora m > 1. Si ha allora, applicando ripetutamente 'ultima disuguaglianza, che

Argem < (L4 €) argrmo < (L+2)* ahgrmo < ... < (L+&)™ay,.

Pertanto,
ko—1 ko—1 +o0
0<Zak— Z ak—l—z ap < Z a + g, Z(L—f—{?)m
k=kg m=0

Essendo L +¢ < 1, lultlma serie € convergente (e una serie geometrica), e quindi la
serie di termine generico ay € convergente.

Se L > 1, ¢ sufficiente scegliere € > 0 tale che L — ¢ > 1 e usare ripetutamente il
fatto che ax > (L — €) a;, per arrivare a

+o0 ko—1 ko—1 +o0
Zak: Z ak—i-z CLk> Z ak—l—ako Z(L—E)m,
k=1 k=1 k=ko m=0
e 'ultima serie e divergente. [

TEOREMA 9.14 (Criterio della radice). Sia {ay} una successione di numeri positivi,
e supponiamo esista

L= lim a.

k—+o00
Se L < 1, allora la serie di termine generico ay € convergente; se L > 1, allora la serie
di termine generico ay, € divergente. Se L = 1, non si puo dire nulla.

Dimostrazione. Supponiamo che sia L < 1. Sia allora ¢ > 0 tale che L +¢ < 1, e
sia ko > 0 (che esiste per definizione di limite) tale che

—e < Var—L <e¢, Vk > kg .
Da questa disuguaglianza otteniamo, sempre per k > ko,
Vap, < L+« = ar < (L +¢)k.

Dal momento che la serie di termine generico (L + ¢)* & convergente, la tesi segue dal
Teorema 9.10.
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Se L > 1, e sufficiente scegliere ¢ > 0 tale che L — e > 1, ed osservare che ay
risulta essere definitivamente maggiore di (L — €)*, che ¢ il termine generico di una
serie divergente. n

OSSERVAZIONE 9.15. Negli enunciati dei due teoremi precedenti, & esplicitamente
affermato che se . = 1 non si puo dire nulla del carattere della serie. Ed infatti, se
consideriamo le due successioni a; = % e b, = k—lz, che sono tali che le serie associate
sono rispettivamente divergente e convergente, abbiamo

b
im 2L = lim ¢ar=1= lim /b= lim -1,

k—+oco ag k——+o0 k——+o0 k——+o0 bk

EsERcCIz10 9.16. Dire se convergono o divergono le serie

X 9k X k! Xk X gk
ZH’ Lk ZB’“I{:! Zekk!'
k=1 k=1 k=1 k=1

Risposta 9.16: Le prime tre convergono, 'ultima diverge (si usi la formula di
Stirling!).

Fin qui, il caso in cui il termine generico a;, della serie sia non negativo (fatto questo
che, ricordiamo, implica che la serie o converge o diverge positivamente: tertium non
datur). Che possiamo dire se la successione a; cambia segno? Una prima “risposta’ a
questa domanda ¢ data da una definizione.

DEFINIZIONE 9.17. Data la serie di termine generico ag, si dice che la serie e
assolutamente convergente se ¢ convergente la serie
+oo
>l
k=1
In modo analogo, si definisce assolutamente divergente una serie di termine generico
ay tale che la serie di termine generico |ay| sia divergente.

L’utilita della definizione precedente e resa evidente dal seguente risultato.

TEOREMA 9.18. Se una serie di termine generico aj € assolutamente convergente,
allora é convergente.

Dimostrazione. Definiamo b, = max(ag,0). Chiaramente, si ha 0 < b, < |agl;
dal momento che la serie di termine generico |ax| & convergente, & convergente per il
Teorema 9.10 la serie di termine generico by. Se definiamo ¢, = max(—ag,0), abbia-
mo analogamente che 0 < ¢; < |ax|, e quindi che la serie di termine generico ¢ &
convergente. In altre parole, si ha che esistono L ed M, numeri reali, tali che

n n
lim g b, =1L, lim g c, =M.
n—-+o00 n—-+o00
k=1 k=1

Ma allora, per le operazioni sui limiti, e per la linearita della somma, abbiamo

n

nETm;[bk—ck]:L—MeR.
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In altre parole, abbiamo dimostrato che la serie di termine generico by —cy, € convergente.
D’altra parte, e come si verifica facilmente, a;, = b, — ¢, da cui la tesi. [

Come conseguenza del risultato precedente, se il termine generico della serie cambia
segno, e non sappiamo che pesci pigliare, possiamo passare a studiare la serie dei moduli
e — qualora quest’ultima sia convergente — concludere che anche la serie di partenza
e convergente. Se, invece, la serie dei moduli diverge, non possiamo dire nulla sulla
convergenza della serie di partenza (se non che & assolutamente divergente).

Come fare in questo caso? Ancora una volta, ci viene in aiuto un teorema quando
il termine generico aj ha una forma particolare.

TEOREMA 9.19 (Criterio di Leibnitz). Sia aj, = (—1)* by, con {b} una successione
di numeri reali tali che:
1) by > 0;
2) b > byt
3) by tende a zero.

Allora la serie di termine generico ay € convergente.

Dimostrazione. Sia
n n
Sn = ap — (—1) bk .
k=1 k=1
La tesi consiste nel dimostrare che la successione {S,} & convergente. Consideriamo
inizialmente la sottosuccessione {Ss,}. Abbiamo, essendo by decrescente,

2n+2 2n 2n
So(nt1) = Z (=1)F by = Z (=1)% b, — bops1 + bopso < Z (=1)F by = Sy, .
k=1 k=1 k=1

In altre parole, la sottosuccessione {S,} ¢ monotona decrescente. Consideriamo ora
la sottosuccessione {Ss,+1}; analogamente a prima, abbiamo

2n+14-2 2n+1 2n+1
So(nt1)+1 = Z (_1)k b = Z (_1)k b + bapyo — bopys > Z (_1)k br = Sony1,
k=1 k=1 k=1

cosicché la sottosuccessione {Ss, 11} € monotona crescente. Inoltre, essendo by non
negativa, si ha

2n+1 2n
Sont1 = Z (=1)* by, = Z (=1)F by — bgpy1 < Son -
k=1 k=1

Abbiamo pertanto la seguente catena di disuguaglianze, valida per ogni n in N:
S1<853 < <891 S 82041 820 <62, 255, < 5.

Se segue che la sottosuccessione {Ss,} € monotona decrescente e limitata dal basso da
Si. Pertanto, esiste un numero reale S, tale che
lim Sy, =5,
n—-+00
Inoltre, essendo la sottosuccessione {Ss,+1} monotona crescente e limitata dall’alto da
Sy, esiste un numero reale Sy tale che

lim SQnJrl = Sd .
n——+00
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Inoltre, si ha

Sa — Sp = ngffm [S2n+1 - Szn] = nglgloo —ban1 =0,
dato che la successione by € infinitesima per ipotesi. Pertanto, Sq = S, = S. Dal
momento che le due sottosuccessioni {5, } € {Sa,+1} “esauriscono” tutta la successione
{S,}, si ha che la successione {S,} converge al numero reale S13). "

Un esempio di applicazione del precedente risultato e il caso della serie

io (=1)*

k=1 k
Se consideriamo la convergenza assoluta, otteniamo la serie armonica, che ¢ divergente.
Se applichiamo il Teorema 9.19 (e possiamo farlo perché la successione by, = % € non
negativa, decrescente e infinitesima) otteniamo che la serie & convergente.

OSSERVAZIONE 9.20. Rileggendo la dimostrazione del Teorema 9.19, si vede fa-
cilmente che se “eliminiamo” la condizione 3) (ovvero il fatto che la successione by ¢
infinitesima), vale a dire se eliminiamo la condizione necessaria di convergenza della
serie, otteniamo una serie indeterminata. Infatti, detto B > 0 il limite della successione
b (che esiste perché b, & non negativa e decrescente per le ipotesi 1) e 2)), abbiamo
Sq — Sp = —B, cosicché la sottosuccessione di indice pari converge ad un limite diverso
dalla sottosuccessione di indice dispari, e quindi la successione non converge.

(13)8e n & grande, e pari, S, & “arbitrariamente vicina” a S; se n €& grande e dispari, S,, €

“arbitrariamente vicina” a S. Se n & grande, o ¢ pari (e allora...) o & dispari (e allora...).
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FORMULA DI STIRLING

Questo ¢ solo un cenno di dimostrazione della formula di Stirling
|
lim — =1

n—+oo (\n -
(2)"V2mn
La dimostrazione non ¢ difficile ma richiede strumenti che ancora non abbiamo sviluppato

(e quindi 'abbiamo omessa. Potreste cercare una dimostrazione alternativa...)

Per induzione si ha
+oo
n! :/ et 1de.
0

Ponendo ¢t = n + sv/2n otteniamo
n! =+2nn"e" [ w72 " (1 + 5y/2/n)"ds = n"e "V2n [*° T3 e~ F(sv/2/m) gg

dove f(r) = Z(r —log(l + r)). Quando n — +oo, l'argomento r = sv/2/n di f
tende a 07; dato che lim,_o+ f(r) = 1 e f decresce (notare che f' < 0), otteniamo
e=*F(sv/2/n) T e per ogni s. Passando al limite sotto il segno di integrale concludiamo
che l’integrale tende a fj:; e~ ds = /7 da cui la tesi (il passaggio al limite sotto
integrale & banale usando il Teorema di Beppo Levi dalla teoria della misura, ma si puo
anche dimostrare direttamente).

Date: October 28, 2020.



Il teorema di Riemann-Dini

DEFINIZIONE 1. Una permutazione di N ¢ una funzione ¢ : N — N biunivoca.
EsEmPIO 2. La funzione o : N — N definita da

o(N)=1{1,3,2,4,5,7,6,8,9,11,10,12,...,4n+ 1,4n+ 3,4n+2,4n+ 4,...}
€ una permutazione di N.

TEOREMA 3 (B. Riemann-U. Dini). Sia a; una successione di numeri reali tale che

+o00 +00
(1) Sa=5, Dl = +oo.
k=0 k=0

Allora, fissato L in R esiste una permutazione o di N tale che
+o0o

Z ag(k) = L.

k=0

DIMOSTRAZIONE. Per semplicita, supponiamo che sia ay = (—1)¥ by, con by, > 0 (in
altre parole, la serie ¢ a segni alterni). Le ipotesi (1) diventano quindi

+00 +oo
(2) D (=DFbe <00, D by =+oo.
k=0 k=0
Iniziamo con osservare che si ha
(3) lim b, =0.
k——+o00

Infatti, per la condizione necessaria di convergenza di una serie si ha che (—1)% b, tende
a zero; quindi |(—1)* by| tende a zero, ma |(—1)* bg| = [(—1)*| |bx| = by, e quindi la (3).

Siano ora

E,=> by, On=> by,
k=0 k=0

e notiamo che si ha, per ogni n in N,

2n+1 2n+1 2n+1
Smpr =Y (=Dfbe= > (=DFb+ > (-D)fbp=E,—O,,
k=0 k=0 k=0
k pari k dispari

mentre
2n+1 2n+1

Tony1 = Z [(=1)*by| = Z by = Z bay, + Z bokt1 = E, + O, .
k=0 k=0 k=0 k=0

Dal momento che E,, e O,, sono successioni monotone crescenti (dato che sono definite
come somme di quantita positive), esistono i limiti di F, e di O,,, che possono essere o
numeri reali, ovvero piu infinito. Se pero una delle due successioni ha limite finito, si ha
allora una contraddizione con le ipotesi. Infatti, se — per esempio — O,, convergesse
ad un numero reale M, si avrebbe

lim En = lim [S2n+1 +On] = S+M € R,

n—-+00 n—-+00
lim En = lim [T2n+1 — On] =400—M = +00,
n—-+00 n—-+00
1


https://it.wikipedia.org/wiki/Bernhard_Riemann
https://it.wikipedia.org/wiki/Ulisse_Dini
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che & chiaramente una contraddizione (per I'unicita del limite). Si ha pertanto, come
conseguenza delle ipotesi sulla successione aj, = (—1)% by, che

+o0 n
n—-+o00 n—+400
k=0 k=0
k pari
(&
+oo n
(5) E b2k+1 = lim E b2k+1 = lim On = +00.
n—-+o00 n—-+00
k=0 k=0
k dispari

Sia ora h > 1 un numero naturale fissato. Allora
n n h—1 h—1
D b= b= bu=E,— ) by,
k=h k=0 k=0 k=0
n n h—1 h—1
D bakir = bapr — > bakin =On— Y bair.
k=h k=0 k=0 k=0

Dato che le due somme da 0 a h — 1 sono due quantita fissate (perché h ¢ fissato), da
(4) e (5) segue che, qualsiasi sia h > 0, si ha

n—-4o00 n—-4o00

(6) lim Z by, = +00, lim Z boky1 = +00.
k=h k=h

Dalla prima delle (6) segue che se M ¢ un numero reale positivo, e h & un numero
intero, esiste @ in N (dipendente sia da M che da h) tale che

d b>M, VYn=xm.
k=h

In altre parole, non ¢ vuoto l'insieme

E:{neN:Zb2k>M}.

k=h

Per il principio del buon ordinamento, esiste il minimo di F:

p = min(E) :min<{neN:§ b > 01 }).

Dalla definizione di minimo, segue che p appartiene a E/, mentre p—1 non vi appartiene,
e quindi
-1 p

boy < M < Z by -

k=h

S

Eoud
I
>

Ma allora, dato che by, > 0,

p p p—1
zb%—M' IS b= b
k=h k=h k=h

Abbiamo pertanto dimostrato la seguente proprieta:

:bgp.
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PROPRIETA 4. Per ogni M > 0 e per ogni h > 0 esiste un intero p (dipendente da M
e da h) tale che

-1

P
(7) bor <M <) b,
k=h

)

>

k
con la convenzione che se h = 0 e p = 0 la somma a sinistra vale 0. Se ne deduce che
p é tale che

(8)

p
Zb%—M‘ < by, .
k=h

Ripetendo lo stesso ragionamento per le somme con indici dispari, usando la seconda
delle (6), possiamo dedurre la seguente proprieta:

PROPRIETA 5. Per ogni M > 0 e per ogni j > 0 esiste un intero n (dipendente da M
e da h) tale che

n—1 n
(9) Z bopt1 < M < Z bok+1 5
h—j oy

con la convenzione che se 7 =0 e n = 0 la somma a sinistra vale 0. Se ne deduce che
n é tale che

(10)

U
Z ka—M‘ < bayy1 -
k=j

A questo punto possiamo iniziare la dimostrazione vera e propria. Supponiamo, per
semplicita, L > 0. L’idea ¢ la seguente: sommiamo alcuni termini di indice pari della
successione, finché la somma non supera L. A questo punto, sottraiamo termini di
indice dispari, finché il totale non scende sotto L; continuiamo sommando termini di
posto pari (non sommati precedentemente) finché non si supera di nuovo L, per poi
sottrarre elementi di posto dispari (non sottratti precedentemente) finché non si scende
sotto L, e cosi via. Che questo procedimento si possa fare, e che in questo modo si
ottenga una successione di somme che converge a L discende dalle Proprieta 4 e 5.

Vediamo perché.

Applichiamo la Proprieta 4 con hg =0 e M = L. Esiste quindi un numero intero p
tale che (si vedano (7) e (8))

p—1 p
(11) > b < L<Y by,
k=0 k=0

Definiamo pg = 2p, hy =p+1e

H0:{07 27 47"'7p0_27p0}7 POZZak:Zbka T(J:PO-

kellp kellp

P
Zb%—L‘ < by, .
k=0

Grazie a queste definizioni, le (11) diventano

(12) Ty > L, ‘TO — L’ < bpo .
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Avendo “superato” L, applichiamo la Proprieta 5 con jo = 0e M = Ty — L. Troviamo
quindi un numero intero 7 tale che (si vedano (9) e (10))
n—1

7
(13) bop1 <To— L < Z bart1,

k=0 k=0

7
Z bokt1 — (1o — L)‘ < bopy1 -
k=0

Definiamo dg =2n+1,j1 =n+1e
QOZ{]_, 37 5,...,d0—2, dg}, D0:Zak:—z bk, T1:T0+D0.
keQo ke

Osserviamo che la prima delle (13) si puo riscrivere come Ty — L < —Dy, mentre
all’interno del modulo, nella seconda, c¢’e la quantita —Dg — Ty + L; in altre parole,
dalle due formule di (13) segue che

(14) T < L, |T1 — L| < bdo .

Continuiamo, applicando la Proprieta 4 con h = hy e M = L — T;. Troviamo un
numero intero p tale che

p—1 p
(15) Y b SL-Ti< Y by,

k=h1 k=h1

i ka — (L—Tl)

k=h1

S b2p-

Definiamo p; = 2p, ho =p+1e

I ={po+2, ....p1 —2, p1}, Plzzakzzbka L=T+PF.
kelly kelly
Con queste definizioni abbiamo (usando (15)) che

T2>L, ‘TQ_LIprl

Proseguiamo ulteriormente, usando la Proprieta 5 con j = 51 e M =T — L; troviamo
7 intero tale che

n—1 7 7
Y b STo— L < bayr, > b — (T —L)‘ < baysr -

k=31 k=31 k=j1
Definiamo d; =2n+1, jo=n+1e
D ={d+2 ...,y =2, di}, Di=> ar=—> b, Ty=Tp+D.
ke ke
Con queste definizioni, si ha che
T3 < L, |T5 — L| < by, .

A questo punto concludiamo la dimostrazione procedendo per induzione.

Definiamo p_; = =2, d_; = —1 e Dy = (). Vogliamo far vedere che per ogni m in N
esistono due numeri p,, e d,, (uno pari e uno dispari) e due insiemi II,, e €,,, tali che:

e II,, e costituito dai numeri pari compresi tra p,,_1 + 2 € py;
e (), ¢ costituito dai numeri dispari compresi tra d,,_1 + 2 e d,p;
e si ha p,, > pp_1 e d, > dp,_1; definiamo h,, = p,,/2+1¢e j, = (dn—1)/2+1;



e definendo

Po= 1, Dun={J %,
k=0 k=0
e
T2m - Z ag , T2m+1 - Z ag ,
kEPpmUD 1 kEPmUD,,
si ha
(16) Tom > L, Ty, — L| < by, , Tomyr < L, |Tomi1 — L| < b, .

Chiaramente, se m = 0 gli insiemi T e €y esistono (li abbiamo costruiti prima) e Tj
e Ty (definiti prima) soddisfano le disuguaglianze (16) (si vedano (12) e (14)): il passo
iniziale dell’induzione ¢ stato compiuto!

Supponiamo ora di aver gia costruito {II,} e {€,} per ogni ¢ tra 1 e m (I'ipotesi
induttiva), nonché {7;} con ¢ tra 0 e 2m + 1, e dimostriamo che siamo in grado di
costruire I, 1, 211, Tomao € Tonys in modo tale che tutte le proprieta elencate sopra
siano soddisfatte.

Iniziamo' con applicare la Proprietd 4 con h = h,, ¢ M = L — Ty, 1. Troviamo
quindi un numero intero p tale che

p—1 p p
Z bop < L —Tompq < Z by Z bor, — (L — Tomy1)| < bap.
k=hm k=hm k=hm
Definiamo py,11 = 20 > pm, by = p + 1,
Hm+1 = {pm+2, <ovy Pma _27 perl}? Pm+1 = Z ap = Z bk?
keHm+1 kel’[m+1

Tomi2 = Tomy1 + Py -
Con queste definizioni si ha

Tomi2 > L, |Tom42 — L| <0,

m+1 °
Infine (siamo quasi arrivati!) applichiamo la Proprieta 5 con j = j,, e M = Ty 10 — L,
trovando un numero intero 7 tale che

n—1 n n
Z bor1 < Tomqo — L < Z bok+1, Z bowy1 — (Tomiz — L)‘ < byt -
k=jm k=jm k=jm

Definiamo d,;,.1 =2n+1>d,,, jmy1 =n+1e
Qm+1 - {dm + 2, ey dm+1 _— 2, dm+1}, Dm+1 - Z ak = — Z bk,

keQm+1 ]CEQm+1

Tomy3z = Tomga + Dy -
Con queste definizioni si ha

Tomys < L, Tomes — L| < by

m—+1 °

Raccogliendo tutte le informazioni, abbiamo che II,,1; e 2,411 sono formati da soli
numeri pari o numeri dispari, che p,+1 > pm e che dyi1 > dy, (e quindi le due

1Qui seguiamo il ragionamento che ci ha portato alla costruzione di II; e di T5 avendo gia costruito
Iy, 9, Ty e T1.
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successioni sono crescenti), e che Ty,10 € Topys soddisfano le (16) per m + 1. 11
secondo passo dell’induzione e completo!

Per il principio di induzione, abbiamo quindi che esistono due famiglie {II,,} e {Q,,}
di insiemi, con m appartenente a N, con le proprieta elencate sopra. Definiamo

m= =102 4, ..., pn},  Du=J%={135 ..., du},
k=0 k=0

ed osserviamo che, dato che p,, e d,, sono due successioni (di interi!) strettamente
crescenti, si ha

lim p, = lim d, =+,
m—+00 m—+0o0
e quindi
+oo +o0
P = U T = {numeri pari}, D= U Q = {numeri dispari} .
k=0 k=0

Pertanto, 'unione di tutti i I1,, e di tutti gli 2,,, € 'insieme N dei numeri naturali, che
7 Y
puo essere “riordinato” (costruendo cosi una permutazione di N) in questa maniera:

N=oc(N)=Il,UuQuUILhuQuU...Ull,,UuQ,U....
Inoltre, dato che sia p,, che d,, divergono, si ha per la (3) che

lim b,, =0= lim by, .
m—»+00 m—+00

Ma allora, per il teorema dei carabinieri, da (16) segue che

0< lim |Ty,—L|< lim b,, =0, 0< lim |Thpe — L] < lim by, =0,

m—-+00 m—+00 m——+00 m—+00

e quindi sia Ty, che Ty, 1 convergono a L; in definitiva (dato che le due sottosuccessioni
“Indici pari” e “indici dispari” esauriscono N) si ha

lim 7T,,=0L.

m——+00

A questo punto osserviamo che, per definizione,

P, Tn = D ak—Z%

keo(N)

che & quello che si voleva dimostrare.

ESEMPIO 6. Consideriamo la successione

(-1)*

R T
Per il criterio di Leibnitz (la successione by, = k—il e positiva, decrescente e infinitesima)
si ha che
+oo
Z ap < 400,
k=0
mentre
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dato che si tratta della serie armonica. Per il Teorema di Riemann-Dini, esiste una
permutazione ¢ di N tale che, ad esempio,

—+o0 —+o00 (_1)0(k) - 7 7 7 4
e = L A 1.57079632679 .
k; o () ; O 8966

Per trovare o, seguiamo la dimostrazione del Teorema. Il primo passo ¢ quello di
trovare n tale che

1 11 1o
_ 1 > I
Z“% Z2k+1 T3ty Tt 17 g

e che tale n sia 11 primo valore per cui la somma “supera” Z. Dopo lunghi e faticosi

2
calcoli2 si ha che

~ 1.676190476190476 .

2k+1 2 +1

3

1
1.5333333333333333 ~ Z <z Z o7
6h 02{072,476}6

Per quanto visto nella dlmostramone, si ha pg =
3

1
T°:P°:§2k+1'

Dobbiamo ora iniziare a sottrarre gli elementi di posto dispari, ovvero le frazioni

della forma ﬁ, con k > 0. Si vede facilmente che se sottraiamo la frazione per

k =0 (che vale = 0.5), “scendiamo” sotto Z, dato che 1.676190476190476 — 0.5 =

1.176190476190476 < 7. Definiamo dunque dy = 1, jo =1, Q = {1} e
0

1 s
Tl:TO_kz:% dr2 2

Proseguendo, si ha che

1 T
Ty + ; ST = 15806239512121862 > o,

da cui segue che p; = 16, ho =9, TI; = {8, 10, 12, 14, 16}, e

Per il momento, la somma e data da

T—1+1+1+1 1+1+1+1+1+1
2\ s3T5y 9 9 11 "13 15 " 17)°

Proseguendo, si trovano i seguenti valori:
d1:37 p2:287 d2:57 p3:407 d3:77 p4:527

Si noti che il fatto che sia sufficiente sottrarre un unico termine per tornare “sotto” L

™

¢ essenzialmente dovuto alla scelta di L = 7. Siccome al primo passaggio servono 4

termini per “scavalcare” L, la somma parziale supera L di poco (di meno di %), il che

vuol dire che basta sottrarre % (che & maggiore di %) per passare sotto a L; e questa

cosa sl ripete ad ogni passaggio, perché 'ultima frazione che aggiungiamo ¢ sempre
)

2Non tanto lunghi, e non tanto faticosi, in realta. . .
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molto piu piccola dell’ultima frazione che avevamo sottratto, e quindi basta sottrarre
un unico valore per scendere sotto L.

Tanto per chiarire: se ripetiamo l’algoritmo per 1000 passaggi, abbiamo pigpy =
11576 e digoo = 1999 (che & il millesimo numero dispari) e

11576 1 1999 1
_ — 1.5703775048971924
kZ:O 2% + 1 kzzo 2k + 2 ’

non molto lontano da § = 1.5707963267948966 (ma nemmeno vicinissimo, la conver-
genza e molto lenta).

Se vogliamo ottenere come limite 7, invece, abbiamo piggg = 267610 e digp0 = 1999
(essenzialmente perché py = 150: bisogna sommare molti termini per salire per la prima
volta sopra 7) e

267610 1 1999 1
=) ——— =3.14109271 13
> ;;2’“*2 3.1410927170968543

Essendo m = 3.141592653589793 siamo parecchio lontani... Va un po’ meglio con
267610 1998

1
— = 3.1415927170968545
Z 2% + 1 Z 2k + 2 ’

k=0 k=0

ma, di nuovo, siamo ancora abbastanza lontani.

ESERCIZIO 7. ° Data la successione

_ (=

k1

calcolare p,, e d,,, con m da 0 a 10, corrispondenti al valore L = 0.6931471805599453 .

EsERcIzIO 8. * Dimostrare che ¢ possibile trovare una permutazione o di N tale che

Z Qg (k) = +00.

keo(N)

Qg

ESEMPIO 9. Qui sotto un programma python (non molto efficiente. ..) che calcola gli
insiemi Py, e Dy.

import math

# elemento generico della serie
# sara chiamata con esp = 1, e quindi & 1/(val + 1)
def function(val, esp):

return (val + 1)=**(-esp)

# somma elementi della serie finché non si supera il valore ’target’
# 1’indice aumenta di 2: passiamo da un pari/dispari al successivo
# ritornma 1l’indice successivo a quello che ha generato il sorpasso
# e 11 valore raggiunto
def calc_sum(start_idx, start_val, target):
val = start_val
idx = start_idx

while val <= target:
val += function(idx, esp)
idx += 2

3Per i coraggiosi che siano arrivati fino a qui.
4Per i coraggiosissimi.



return idx, val

# il valore limite

L = math.pi / 2

# 1’esponente della funzione (1/(k+1), in questo caso)
esp = 1

# quante iterazioni vogliamo fare?

iterations = 1000

# inizializzazione
total_sum = O
# indici di base per i pari e per 1 dispari
idx_eve_old, idx_odd_old = 0, 1
# lista con la permutazione trovata dei naturali
indices = []
for idx in range(iterations):
# nuovo indice dei pari, e nuovo valore
# la soglia é L - il valore raggiunto nell’iterazione precedente
# (vedere la dimostrazione per capire il perché)
idx_eve_new, temp_val= calc_sum(idx_eve_old, 0, L - total_sum)
# aggiorniamo il valore raggiunto
total_sum += temp_val
# aggiungiamo tutti gli indici pari (1’insieme Pi_{k})
indices += [i for i in range(idx_eve_old, idx_eve_new, 2)]
# vecchio = nuovo :)
idx_eve_old = idx_eve_new
# ripetiamo per gli indici dispari, sottraendo
idx_odd_new, temp_val = calc_sum(idx_odd_old, 0, total_sum - L)
total_sum -= temp_val
indices += [i for i in range(idx_odd_old, idx_odd_new, 2)]
idx_odd_old = idx_odd_new

# lista con le somme parziali
partials = []
total = O
for idx in indices:
# pari o dispari

rem = idx % 2
# 1 - 2*%rem = 1 se rem = 0, -1 altrimenti
total += (1 - (2 * rem)) * function(idx, esp)

# aggiungiamo la coppia indice, valore
partials.append([idx, totall)

200

In uscita, indices contiene la permutazione trovata

Ad esempio, per calcolare pi/2:

[

o, 2, 4, 6, 1, 8, 10, 12, 14, 16, 3, 18, 20, 22, 24, 26, 28,
5, 30, 32, 34, 36, 38, 40, 7, 42, 44, 46, 48, 50, 52, 9, 54,
56, 58, 60, 62, 11, 64, 66, 68, 70, 72, 74, 13, 76, 78, 80,
82, 84, 86, 15, 88, 90, 92, 94, 96, 98, 17, 100, 102, 104,
106, 108, 19, 110, 112, 114, 116, 118, 120, 21, 122, 124,
126, 128, 130, 132, 23, 134, 136, 138, 140, 142, 144, 25,
146, 148, 150, 152, 154, 156, 27, 158, 160, 162, 164, 166,
29, 168, 170, 172, 174, 176, 178, 31, 180, 182, 184, 186,
188, 190, 33, 192, 194, 196, 198, 200, 202, 35, 204, 206,
208, 210, 212, 214, 37, 216, 218, 220, 222, 224, 39
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]
mentre partials contiene le coppie (indice, valore)
Ad esempio

[

[o, 1], [2, 1.3333333], [4, 1.5333333] eccetera

1

200




CAPITOLO 3
Limiti di funzioni

1. Il concetto di funzione.

Alla fine del primo capitolo abbiamo introdotto il concetto di funzione e abbiamo studiato ra-
pidamente alcuni esempi elementari: la potenza n-esima, la radice n-esima, il modulo, le funzioni
esponenziali, i logaritmi, e alcune funzioni trigonometriche con le loro inverse.

Il concetto di funzione che stiamo utilizzando é semplice e comprensibile, rivediamolo in dettaglio:

DEFINIZIONE 1.1. Siano A, B due sottoinsiemi di R. Una funzione f da A in B e una legge che,
ad ogni elemento x di A, associa uno ed un solo elemento y € B. Tale elemento y si dice immagine
di z tramite f, o valore di f in z, e si indica con y = f(x). La formula

f:A—B
dice sinteticamente che f € una funzione definita sul dominio A a valori in B; spesso scriveremo anche

=y = f(x)

per indicare la legge che ci permette di calcolare f. L’insieme A si dice dominio (o anche insieme di
definizione) della funzione f, I'insieme B si dice codominio, e z si dice argomento della funzione
f. Associato ad una funzione esiste un secondo sottoinsieme di R, detto immagine di A tramite f,
che & l'insieme di tutti i valori assunti da f(x) al variare di z in A:

Im(f) = f(A) = {y € R : esiste x in A tale che f(z) = y}.

Un ottimo strumento per visualizzare una funzione ¢ il suo grafico, ossia il sottoinsieme del piano
cartesiano formato dalle coppie (z, f(x)) al variare di x in A:

G(f)={(z,y) eRxR:zeA, y=f(z)}.

Notiamo tre fatti importanti:

e Per assegnare una funzione, non basta scrivere la legge © — f(x) che ci permette di calcolarla,
ma si deve specificare anche il dominio A su cui facciamo variare z. Una funzione ¢ la coppia
di un dominio e una legge definita su tale dominio. Per essere ancora piu chiari, la funzione
f:R — R dilegge f(z) = 2° e la funzione g : [0,1] — R di legge g(z) = 22 saranno per
noi due funzioni diverse (potete pensare a f come “tutta la parabola” e g come “un pezzo
di parabola”).

e Se abbiamo una funzione f : A — B, e C e un sottoinsieme di A, possiamo definire una
nuova funzione g : C' — B riutilizzando la stessa legge g(x) = f(x); diremo che g ¢ la
restrizione di f all’insieme C' e scriveremo g = f|c.

e Se assegnamo soltanto una legge x +— f(z) tramite una combinazione di funzioni elementari
(ad esempio f(x) = +/x? — 3), possiamo chiederci per quali valori di x abbia senso calcolare

1
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I'espressione data (nel nostro esempio, tutti gli # > /3 e tutti gli + < —+/3). Chiara-
mente possiamo prendere come dominio della funzione I'insieme di tali x, detto il dominio
naturale o massimale della funzione f.

Quando ¢ nato il concetto di funzione? Non ¢ chiaro: Ipparco di Nicea compilo delle tavole della funzione
sen x intorno al 150 a.C.! Tuttavia, di funzioni in un senso generale si comincio a parlare verso la meta del
seicento. Per molto tempo i matematici non si posero il problema di cosa fosse esattamente una funzione,
lavoravano utilizzando due concetti vaghi collegati fra di loro: un concetto geometrico (una “curva” nel piano
cartesiano: Descartes 1637) e uno analitico (Newton-Leibniz, fine seicento; per loro una funzione era sostan-
zialmente quella che noi chiamiamo una combinazione di funzioni elementari, somma, prodotto, rapporto,
potenza, esponenziale, logaritmo, funzioni trigonometriche e loro inverse. Il termine “funzione” apparve per
la prima volta in uno scritto di Leibniz, 1692). Si noti che I'idea di rappresentare graficamente i risultati
di misurazioni sperimentali di grandezze fisiche € molto piu recente, e risale essenzialmente all’ottocento. I
due concetti entrarono in collisione nel settecento, nello studio del moto della corda vibrante: se si pizzica
una corda in modo che essa assuma la forma di una retta spezzata, a questa forma corrisponde una funzione
o no? Secondo i geometrici ovviamente si (cosa ¢’ di pitt semplice di una spezzata?), secondo gli analitici
ovviamente no (come si fa a scrivere una spezzata come combinazione di funzioni elementari?). Dopo un
secolo di aspri dibattiti si arrivo all’unificazione e al concetto moderno di funzione; la definizione di Dirichlet
(1837) ¢ identica a quella che abbiamo dato noi (anche se lui si senti in obbligo di aggiungere che la “legge”
poteva essere specificata in “qualunque modo”...). In effetti i matematici erano ancora insoddisfatti, che vuol
dire esattamente una “legge”? quindi continuarono a discutere sul concetto di funziona ancora per parecchio
tempo. La versione definitiva fu elaborata dal gruppo Bourbaki negli anni 1920-30: dati due insiemi A e B,
una relazione da A in B € un qualunque sottoinsieme del prodotto cartesiano A X B, e una relazione si dice
funzione se per ogni x € A c¢’¢ al pitt un y € B tale che la coppia (x,y) appartiene alla relazione. In pratica,
la nostra definizione di grafico G(f) & precisamente la definizione rigorosa di funzione f!

EsERciz1O 1.2. Determinare il dominio naturale delle seguenti funzioni:

1 T+ 2 T
Vr—1 v
Y T -3)Ba—2) Va1

|lx — 1] 1
Vie|l =1
1, || ’ \/|x—2\(3—1‘)’

(L—1[=))(2—[=])
Ricordiamo anche la definizione di funzione inversa:

DEFINIZIONE 1.3. Siano A, B C R e sia f : A — B una funzione. Se per ogni y di f(A) esiste
un unico x in A tale che y = f(x), la funzione f si dice iniettiva (mentre si dice suriettiva se
f(A) = B). Data una funzione iniettiva resta determinata una funzione f~! : f(A4) — R, detta
funzione inversa, che ¢ la funzione che a y in f(A) associa l'unico x di A tale che y = f(x). Notare
che se g = f~! & 'inversa di f, allora il dominio di ¢ ¢ esattamente I'immagine di f, e viceversa.

Il grafico G(f~') di una funzione inversa si ottiene semplicemente dal grafico di f scambiando i

posti di tutte le coppie: G(f~1) = {(y, ) : (z,y) € G(f)}.
Con le funzioni possiamo fare delle operazioni, proprio come con i numeri reali:

DEFINIZIONE 1.4. Siano f: A — R e g: A — R due funzioni. La somma f + g, la differenza
f — g, il prodotto fg, e il prodotto cf di f per un numero reale ¢ sono delle funzioni da A in R
definite nel modo seguente:

(f £9)(x) = f(x) £ g(x), (f9)(x) = f(z)-g(x), (cf)(x)=c-[f(z).

Naturalmente si puo definire anche il rapporto f/g
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ma si dovranno escludere i punti in cui il denominatore si annulla, e la potenza ¢/ (z) = g(z)/®

nei punti in cui g > 0.
Infine, date due funzioni f: A — Re g: B — R tali che f(A) C B, si definisce la composizione
di g con f, indicata con go f : A — R o anche con g(f), nel modo seguente:
(

go f(x) = g(f(2)).

Ad esempio, consideriamo le due funzioni f(x) = z? e g(x) = senz definite su tutto R. Allora,

e la somma f + g ha legge 22 + senx (e dominio naturale R)

e la differenza f — g ha legge x*> — senz (dominio R)

e il prodotto fg ha legge x? sen z (dominio R)

e il rapporto f/g ha legge x*/senz ma il dominio naturale ¢ R \ Zr (I'insieme degli z # kr,
k € Z). E la funzione g/ f?

e la composizione g o f ha legge g(f(z)) = sen (2?) mentre la composizione f o g ha legge
f(g(z)) = sen?xr = (senx)? (dominio R in entrambi i casi).

EsErciIz1o 1.5. 1) Sia ¢ una costante, sia f(x) = cx. Dimostrare che f(z)+ f(1 —x) = f(1) per
qualunque z. B vero che f(2?) = f(x)? per ogni z? Quanto vale f(z + 4) — f(2°)?
b) Sia f: A — R data da f(z) = 2* — 2z — 4, dove A = [1,4]. Qual ¢ 'immagine f(A)?
c) Siano f(z) =2 -z —1, g(z) = il. Calcolare le funzioni f +g, f — g, fg, f/g9, fogego f.
E vero che fog=go f?

Ricordiamo infine alcune definizioni che ci permettono di classificare il comportamento delle
funzioni:

DEFINIZIONE 1.6. Sia f : A — R una funzione. Diciamo che f & crescente (0 non decrescente)
se per tutti i punti z,y € A tali che x < y si ha f(x) < f(y). Diciamo che f ¢ strettamente
crescente se per tutti i punti z,y € A tali che x < y si ha f(z) < f(y).

In modo simile, diciamo che f & decrescente (0 non crescente) se per tutti gli z,y € A tali
che x <y siha f(x) > f(y). Diciamo che f ¢ strettamente crescente se per tutti gli x,y € A tali
che x < ysiha f(x) > f(y).

Una funzione crescente o decrescente si dice monotona.

Piccolo quiz: una funzione strettamente crescente € crescente? Esiste una funzione sia crescente
che decrescente? Esiste una funzione sia crescente che strettamente decrescente? E se una funzione
soddisfa la proprieta >y = f(x) < f(y) che si puo dire? E se soddisfa la proprieta © <y —
f(z) < f(y), & crescente o strettamente decrescente?

Una osservazione semplice ma importante:

TEOREMA 1.7. Sia A un sottoinsieme di R, e sia f : A — R una funzione strettamente crescente
(oppure strettamente decrescente). Allora f é iniettiva, e 'inversa é ancora strettamente crescente
(strettamente decrescente).

Dimostrazione. Consideriamo solo il caso di f crescente (’altro € analogo). Prendiamo un punto
y di f(A), e supponiamo che esistano = e 2’ in A tali che f(z) = f(z') = y. Allora non puo essere
x < x’ perché questo implicherebbe f(x) < f(z’) e analogamente non puo essere z > z’; concludiamo
che z = 2/ ossia f & iniettiva.

Infine, l'inversa f~! & strettamente crescente: infatti, se y < 3’ sono due punti di f(A) e v =
Yy), ' = f~Y(y'), allora deve essere necessariamente x < ' perché se fosse x > 2’ ne seguirebbe

y=f(z)>f@)=y

DEFINIZIONE 1.8. Una funzione f : A — R si dice limitata superiormente se la sua immagine
f(A) ¢ limitata superiormente; si dice limitata inferiormente se f(A) ¢ limitata inferiormente; e
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si dice limitata se la sua immagine f(A) ¢ un insieme limitato. L’estremo superiore ¢ I'estremo
inferiore di f su A sono definiti allora come ’estremo superiore e inferiore dell’immagine f(A):

sup f = sup f(A), inf f = inf f(A).
A A

Qualora esista il massimo di f(A) esso si chiama massimo (assoluto) di f su A e si indica con
max, f; analoga definizione del minimo (assoluto) di f su A, indicato con miny f.

Riepiloghiamo rapidamente la lista delle funzioni elementari gia introdotte in precedenza, le cui
combinazioni (somma, prodotto e composizione) sono alla base dell’analisi:

1) POTENZE f(z) = z%, dove « € un numero reale fissato. In generale f ¢ definita solo per z > 0;
se o > 0, f e definita per x > 0; se « € N, f ¢ definita su tutto R; e infine se a € un intero negativo, f
e definita per tutti gli x # 0. Limitandoci al dominio x > 0, le funzioni % sono strettamente crescenti
se a > 0 e strettamente decrescenti se a < 0 (e naturalmente x° = 1; sorvoliamo sul problema di
definizione per x = 0). Che si puo dire per x < 07 Ricordiamo qui anche le proprieta basilari della
potenza con esponente reale

2t =z 2P (2*) = P %= —
e le notazioni alternative per n € N, n > 1

gV = r, xn = e = ()~

Vediamo qui di seguito nella prima figura il grafico della funzione f(x) = 23, nella seconda quello

delle funzioni x, 2, 2°, 7 sovrapposte.

2 2
1.5 1.5
1 1
0.5 0.5

0.5 1 1.5 2 -2 -1.5 -1 < 0.5 1 1.5 2

Analogamente, ecco qui di seguito nella prima figura il grafico della funzione f(z) = z*, nella

seconda quello delle funzioni 22, 2%, 2%, 2® sovrapposte.
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2 2
1.5 1.5
1 1
0.5 0.5
-2 -1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5 2 -2 -1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5 2
-0.5 -0.5
-1 -1
-1.5 -1.5
-2 -2

2) PoLINOMI: un polinomio ¢ una funzione del tipo
f(z) = ap + a1 + agz® + - + a,2";

i numeri reali ay, ..., a,, sono fissati e sono detti i coefficienti del polinomio, e se a,, # 0 chiamiamo n
il grado del polinomio. Il dominio ¢ tutto R. L’immagine ¢ tutto R se n ¢ dispari; invece se n > 2 ¢
pari 'immagine di f & un intervallo del tipo [a, +0o0) se a, > 0, ed ¢ un intervallo del tipo (—o0, d]
se a, < 0. Che si puo dire quando n = 07

3) FUNZIONE RAZIONALE: € semplicemente il rapporto di due polinomi P(x)/Q(x) (definito dove
non si annulla il denominatore).

4) ESPONENZIALE E LOGARITMO. Se A > 0 ¢ un numero reale fissato, la funzione f(z) =
A* definita per x > 0 si dice funzione esponenziale. La sua immagine & sempre |0, 4+00| (con
Iesclusione del caso A = 1 perché allora f ¢ la funzione costante uguale a 1), A® ¢ strettamente
crescente se A > 1 e strettamente decrescente se A < 1. Se A # 1 allora A” ¢ invertibile e 'inversa
si chiama log,, logaritmo in base A, definita su |0, +o0[ e crescente per A > 1, decrescente per
A<

Quando la base A e uguale al numero di Nepero

e = 2,7182818284590452353602874713526624977572470936999...

(che abbiamo definito come il limite della successione (14 1/n)™), otteniamo la funzione strettamente
crescente f: R — R
flz) =€

detta anche semplicemente ’esponenziale; questo ¢ il caso piu importante, e il motivo si vedra dopo
I'introduzione delle derivate nei capitoli successivi. Il log, si indica anche semplicemente con log o
In e si chiama logaritmo naturale; ¢ una funzione strettamente crescente In :]0, +00[— R. Alcune
proprieta base:

ATV = ATAY (AT)Y = A™Y;
queste proprieta equivalgono alle seguenti:

log,x +log, y = log,(zy), y-logyx =log,(xy).

5) FUNZIONI TRIGONOMETRICHE. Si tratta delle funzioni sen, cos, che sono definite su tutto R
con immagine [—1, 1] e periodicita 2

Vk e Z,x € R sen (x + 2km) = senx, cos(x + 2km) = cosx

e della funzione
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definita per x # km + 7/2, k € Z, con immagine R e periodicita
VkeZ,x eR tg (z + k) = tgu.

Alcune proprieta che useremo:

sen 2z + cos’ x = 1,
sen (—z) = —senzx, cos(—zx)=cosz, tg(—x)=—tgu;
inoltre cos ¢ uguale a sen composta con una traslazione:
cos(z) = sen (x + m/2)
e valgono le formule di addizione
sen (z £+ y) = senx cosy + cos x seny,

cos(z + y) = cosxcosy F senxseny.

Un esercizio facile: usando le formule precedenti, dimostrare le formule di prostaferesi

T+ T —
senx + seny = 2sen (Ty> cos ( y) ,

2

()= ()
senx—senychos T sen T

(basta scrivere x = % + 5 y= ITJ”" — 5% e applicare le formule di addizione). Ricordiamo poi la
disuguaglianza

7r
V0<x<§: 0<senz <z< tgx

da cui segue anche (calcolando la precedente in —zx)
V0>x>—g: 0> senz >z > tgz.

Piu sinteticamente possiamo scrivere
0<|senz| < |z| < |tgz| per 0<]|z|< g

da cui segue anche |senz| < |z| per tutti gli © (perché?).
Ricordiamo anche che la restrizione di sen all'intervallo [—7, 7]

¢ una funzione strettamente crescente, dunque iniettiva, la cui inversa e strettamente crescente e si

indica con arcsin, definita su [—1, 1] e con immagine [—%, Z]. Analogamente

272

cos: [0,7] = R
¢ strettamente decrescente ed ha per inversa la funzione arccos, strettamente decrescente, definita su
[—1,1] con immagine [0, 7]. Infine

T
5 ((ID) R

& \"272

ha per inversa la funzione arctan definita su tutto R e con immagine | — 7, 7| e strettamente crescente.
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EsERcIzIO 1.9. a) Disegnare il grafico delle funzioni 22, 2% — 3z — 2, 2z — 42°, 1/x, 1/(z — 1),
sen (z — 2), tg(z —3), —€*, |z|, |z — 1], |2 — 3|, |€|, |1 — €¥|, trovare il loro dominio (naturale) e la
loro immagine, e stabilire se sono crescenti, decrescenti, e iniettive.

b) Stesso esercizio per le funzioni [z] (parte intera di z), = — [z], |sen x|, |z| + |2z — 1].

c¢) Se componiamo una funzione crescente con una funzione crescente, cosa otteniamo? e una
funzione crescente con una decrescente?

d) Disegnare (a piacere) il grafico di una funzione f : [a,b] — R. Sapreste disegnare allora i grafici
di —f(z), f(=2), —f(=z), |f(@)], f(x)* /f(z); e quelli di f(z —3), f(x+3)? Notare che alcune di
queste funzioni hanno un insieme di definizione diverso da [a, b].

e) Determinare il dominio naturale delle seguenti funzioni:

1 1 1

tg (e¥), In(z -5
€2x _ 1’ g(e )7 Senm? tgl', tg (\/E)? n(x )’
In(—x), In(z® -2z —3) _ Inz, In =

Y Y ln(x2 o 1)7 Y T Y
: 2 1 T
arcsin(z® —4), ———— arccose”.
1 —arctgr

2. Limiti di funzioni.
In questo paragrafo daremo un senso alla formula

(2.1) lim f(z) = L.

I1 concetto che vogliamo definire e pit facile da comprendere se si rappresenta graficamente la funzione
f, e si immagina di “muovere” il punto x lungo l'ascissa (sembra che questa metafora di movimento
sia intimamente legata alla nozione di limite). In corrispondenza del movimento di x sull’asse z, il
punto del piano cartesiano (z, f(z)) traccia la curva grafico di f. La formula (2.1) allora vuol dire:
quando z si avvicina al punto ¢, il corrispondente valore f(z) si avvicina al numero L, ossia il punto
(x, f(x)) si muove verso il punto (¢, L).

Quest’idea di movimento ¢ molto intuitiva, ma non si puo esprimere precisamente in formule.
Invece si puo dare una versione “statica” della stessa idea in modo molto preciso; in un certo senso
immaginiamo di “fotografare” il movimento in istanti successivi; nelle immagini successive il punto x
¢ sempre pil vicino a ¢ e f(x) & sempre piu vicino a L. La definizione esatta ¢ la seguente (inventata
da Cauchy, ma scritta rigorosamente solo da Weierstrass):

DEFINIZIONE 2.1. Sia A un sottoinsieme di R contenente due intervalli aperti ]a, ¢| e ]¢, b] (notare
che ¢ puo anche non appartenere ad A). Sia f : A — R. Diciamo che f ha limite L nel punto c,
o che f tende a L per = che tende a c, e scriviamo

(2.2) lim f(z) =L

Tr—cC

se: per ogni € > 0 esiste un 6 = §(¢) tale che
(2.3) |f(z) — L| <e pertutti gli z tali che 0 < |z —c| <.

Si scrive anche:
f(z) > L per zx—ec.

Notiamo che il punto ¢ puo anche non appartenere al dominio A, ossia la funzione puo anche non
essere definita nel punto ¢; in ogni caso, anche quando accade che ¢ € A e quindi conosciamo il valore
f(c), tale valore (per il momento!) non ci interessa e non interviene nella definizione di limite.
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In questa definizione, ¢ esprime la distanza di = da ¢, e € quella di f(x) da L. Se vogliamo che i
valori di f(x) siano “sempre piu vicini” ad L, cioe che la differenza |f(x) — L| sia sempre piu piccola,
e quindi riduciamo il numero &, dobbiamo prendere dei valori di § “sempre piu piccoli”.

Vediamo alcuni casi tipici che si possono verificare.
1) Il caso piu semplice e importante ¢ il seguente: ¢ appartiene al dominio A, e si ha

flz) = f(c) per z—c.

In altri termini, il limite di f per x che tende a c esiste, ed € uguale esattamente al valore della
funzione nel punto c. (Torneremo pit avanti su questa situazione: si tratta delle funzioni continue).
La quasi totalita delle funzioni elementari rientra in questo caso. L’esempio piu ovvio & quello di una
funzione costante f: R — R, f(x) = C per ogni z; allora in qualunque punto ¢ € R si ha f — C' per
xr — c. Infatti
|f(x) —=C|=]C-C|=0<c¢

¢ vera comunque si scelgano € > 0 e x € R, e quindi la definizione di limite si applica banalmente.

Un esempio pill interessante: consideriamo la funzione f(x) = z? e proviamo a dimostrare che

[L’2—>C2 per x — cC.

Seguendo la definizione, fissiamo un € > 0 e cerchiamo in corrispondenza un 6 > 0 con la proprieta
(2.3). Ossia vogliamo scegliere ¢ in modo che sia |72 — | < € se |z — ¢| < §. Notiamo anzitutto
che possiamo limitarci ai valori di § minori di 1, quindi nel seguito sara |z — ¢| < § < 1 da cui segue
|z| < |c| + 1. Ora possiamo scrivere

@2 = = [+ | - [z — o < (| +|ef)x — o] < 2le|+1) -] — .

Per esempio, se scegliamo
€

0= ——
2lc] +1
otteniamo subito
lzt—cl<d = |- <@+ |z—c<e.

2) Un caso piu delicato ¢ il seguente: ¢ appartiene al dominio A, e si ha

flz) = L # f(¢) per z—c.

Ossia il limite L nel punto ¢ esiste, possiamo anche calcolare il valore di f nel punto ¢, ma L e f(c)
sono diversi. Un esempio (un po’ artificiale, ma abbiamo completa liberta nella scelta della legge che
definisce f): consideriamo la funzione f : R — R definita come segue

(2.4 () = {0 e

1 sex=0.

In questo caso si ha subito
f—0 per x—0

e chiaramente f(0) # 0.

3) Altro caso interessante: il punto ¢ non appartiene al dominio A, quindi non ¢ possibile calcolare
il valore di f in ¢, e tuttavia quando = — c¢ esiste il limite f(z) — L. In questo caso & naturale
aggiungere il punto ¢ al dominio A e definire f(c) = L. In questo modo diciamo che abbiamo esteso
per continuita la funzione f al punto c. Questo tipo di comportamento, detto anche di singolarita
eliminabile, si presenta in vari esempi importanti, e vi torneremo nel seguito. (Talvolta si usa questo
termine anche nel caso 2: invece di aggiungere il punto ¢ al dominio e porre f(c¢) = L, in questo caso
si puo modificare il valore di f in ¢ ponendo f(c) = L).

4) Infine, puo darsi che il limite di f nel punto ¢ non esista, e in questo caso non importa molto
se ¢ appartiene ad A o no.
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ESEMPIO 2.2. Un esempio di funzione che non ha limite: sia f(x) = [z| la parte intera di x, che
e definita su tutto R, e consideriamo il suo limite nel punto x = 1. Vediamo che f =0per0 <z < 1
mentre f = 1 per 1 < x < 2; allora e chiaro che per x — 1 la funzione f non puo tendere ad alcun
valore L. Infatti se cosi fosse avremmo |f(z) — L| < € per 0 < |z — 1] < §(¢), qualunque sia € > 0.
Ma ad esempio in z = 1 + ¢/2 la funzione f vale 1, quindi |1 — L| < ¢; invece in x = 1 —¢/2 la f
vale 0, quindi |0 — L| = |L| < €; e in conclusione possiamo scrivere

e>1-L|>1—-|L[>1-¢ = 2¢>1

e questo ¢ assurdo perché possiamo scegliere € piccolo a piacere.

Dimostriamo anzitutto un risultato di confronto molto importante per limiti di funzioni: se una
funzione tende ad un limite strettamente positivo in un punto ¢ allora essa deve essere positiva
“vicino” a ¢; e se una funzione € positiva “vicino” al punto ¢ allora il suo limite nel punto ¢ deve
essere positivo.

TEOREMA 2.3. (Permanenza del segno). Sia A C R contenente |a, c[U]c,b[, e sia f : A — R una
funzione tale che f — L per x — c¢. Allora:

(i) Supponiamo che L > 0. Allora esiste un § > 0 tale che f(x) > 0 per tutti gli = con
0<|z—c <.

(ii) Supponiamo che per un certo 6 > 0 si abbia f(x) > 0 per gli x tali che 0 < |z —¢| < §. Allora
anche L > 0.

Proprieta analoghe valgono quando L ed f sono negativi.

Dimostrazione.  Per ipotesi, sappiamo che per ogni € > 0 possiamo trovare § dipendente da &
tale che
L—e<f(r)<L+e per 0<]z—c <.
Per dimostrare (i) basta scegliere ¢ = L/2 > 0 e osservare che in particolare
flz)>L—-e=L/2>0

quando 0 < |z — ¢| < §. Discorso analogo quando L < 0 (provate a scriverlo).
Per dimostrare (ii) procediamo per assurdo: se f fosse positiva ma L < 0, allora applicando (i)
nel caso L negativo vediamo che f dovrebbe essere negativa vicino a ¢ e questo e impossibile.

ESEMPIO 2.4. Supponiamo di sapere che due funzioni f e g tendono rispettivamente ai limiti
L e M nel punto ¢, e che si ha sempre f(z) > g(z) (basterebbe anche: per tutti gli = tali che
0 < |z —¢| <¢). Allora dev’essere necessariamente L > M. Infatti la funzione f — g ¢ positiva, e
per la permanenza del segno il suo limite L — M deve essere un numero positivo.

Nel capitolo precedente abbiamo lavorato moltissimo sulle successioni e sui loro limiti. Dimostria-
mo adesso un risultato di collegamento che ci permettera di riciclare buona parte di quei risultati per
calcolare limiti di funzioni:

TEOREMA 2.5. (Teorema ponte). Sia f : A — R con |a, c[U]c,b|C A. Allora si ha

(2.5) lim f(z) =L
Tr—cC
se e solo se, per qualunque successione di numeri reali x,, € A che tende a ¢, con x, # ¢, si ha
(2.6) lim f(z,)= L.
n—oo
Dimostrazione. (2.5) = (2.6): sappiamo per ipotesi che, comunque si scelga € > 0, esiste

d = d(e) > 0 con la proprieta
|f(x) —L| <e per 0<|z—c|<o.
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Se inoltre z, — ¢, x, € A, con x, # ¢, sappiamo che per ogni 6 > 0 esiste un indice n(J) a partire
dal quale
n>n(0) = 0<|z, —c| <.
Quindi ¢ evidente che, posto n. = n(d(¢)),
n>n. = |f(z,) —L|<e

ossia f(x,) — L.

(2.6) = (2.5): procediamo “per assurdo” ossia dimostriamo che se la (2.5) ¢ falsa, allora si puo
costruire una successione che non soddisfa la condizione (2.6). Dire che la (2.5) ¢ falsa vuol dire:
esiste un g9 > 0 tale che per ogni § > 0 si puo trovare un punto x(d) € A con le proprieta

0<z(®) —c| <8 e |f(z()—L|> e

A questo punto e semplicissimo costruire una successione che viola la (2.6): basta porre x,, = z(1/n),
cioé scegliamo successivamente 0§ = 1,1/2,1/3,1/4, ... e chiamiamo z,, i punti ottenuti. E chiaro che
la successione x,, converge a ¢ perché 0 < |z,, —¢| < 1/n, e d’altra parte non ¢ vero che f(x,) converge
a L perché |f(z,) — L| > g per tutti gli n.

Il teorema precedente ci consente di dimostrare immediatamente alcune proprieta fondamentali
dei limiti di funzioni, come conseguenza delle corrispondenti proprieta delle successioni.

TEOREMA 2.6. (Operazioni sui limiti). Siano A, B C R contenenti |a, c[U]c, b[, siano f : A - R e
g : B — R due funzioni, e supponiamo che per x — ¢ si abbia f(z) — L e g(x) — M. Allora valgono
le proprieta: per x — c,

f+g9g— L+EM, f-g—L-M, af = al
dove o ¢ un qualunque numero reale. Inoltre se M +# 0 si ha anche

f L
g M
Infine, se M > 0 si ha
g = MF e logg— logM.
(Nelle ultime tre proprieta, le funzioni f/g, g/ e logg sono definite solo dove g # 0 e g > 0
rispettivamente).

Dimostrazione. Se x, # ¢ e una qualunque successione in A convergente a ¢, per il teorema
precedente sappiamo che f(x,) — L e g(x,) — M. Ma allora per le proprieta delle successioni
abbiamo subito che f(z,) + g(x,) — L+ M, e applicando di nuovo il teorema precedente otteniamo
subito che f+ g — L+ M dato che x,, € una successione qualunque. Lo stesso ragionamento mostra
che f—-g—L—-—Me fg— LM.

Le altre proprieta si dimostrano allo stesso modo; nel caso del rapporto e necessario osservare in
aggiunta che, essendo M # 0, ad esempio M > 0 (il caso M < 0 ¢ identico), applicando il teorema
della permanenza del segno si ottiene che g(x) > 0 per 0 < |z — ¢| < §, § opportuno, e quindi il
rapporto f/g & definito per tali x. Una precisazione simile serve per il limite di ¢/ e log g.

TEOREMA 2.7. (Carabinieri). Sia A C R contenente |a, c[U]c, b[, siano f, g, h : A — R tre funzioni,
e supponiamo che
fz) < g(z) < h(z)
per tutti gli x. Se f — L e h — L per x — ¢, allora anche g — L per x — c.

Dimostrazione. Consideriamo una qualunque successione x,, — ¢, x, # ¢ di punti di A. Sappia-
mo che f(z,) — L e g(z,) = L, e inoltre che f(z,) < g(z,) < h(z,). Dal Teorema dei Carabinieri
per le successione otteniamo subito che g(z,) — L, ed essendo z, qualunque, questo conclude la
dimostrazione.
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EsErcizio 2.8. Sia f una funzione e g(x) = |f(x)|. Dimostrare che se g — 0 per = — ¢, allora
anche f — 0 per z — c.

ESEMPIO 2.9. Provate a “dimostrare” che la funzione f(z) = x ha la proprieta lim, ,.z = ¢;
abbiamo messo le virgolette perché in effetti ¢’é ben poco da dimostrare (basta prendere § = ¢ nella
definizione di limite).

A questo punto il Teorema sulle operazione fra limiti garantisce che 22 — ¢? (fare il prodotto
f - f); analogamente ™ — ¢"; e piu in generale, se P(x) ¢ un qualunque polinomio, P(z) — P(c); e
se Q(z) € un altro polinomio con Q(c) # 0, si ha anche P/Q — P(c)/Q(c).

Inoltre, sempre dal Teorema 2.6, se x — ¢ si ha e* — €, e, se ¢ > 0, si ha anche /z — +/¢; piu
in generale, se ¢ > 0 si ha x* — ¢* per ogni numero reale o e anche logz — logc.

EsemP1o 2.10. Abbiamo dimostrato che, per ogni successione a,, — 0, si ha

(2.7) lim

x—0 €x

Allo stesso modo, riutilizzando il corrispondente risultato dimostrato per le succesioni, abbiamo
o o In(l1+2
lim Q

2. =
( 8) z—0 x
EsEMPIO 2.11. Con il metodo dell’esempio precedente otteniamo senza difficolta i limiti di sen z,
cosz, tgx e *2F per v — 0. Proviamo a calcolarli senza ricorrere al Teorema Ponte (per cambiare).
Anzitutto si ha
(2.9) lim senz = 0.
z—0

Per calcolare questo limite partiamo dalla disuguaglianza

(2.10) 0<|senz| <|z| <|tgz| per |z|<

e

Si noti che le disuguaglianze sono strette se x # 0, e che si ha anche
(2.11) |senz| < |z| per tutti gli z € R.

Se scriviamo la (2.11) sotto la forma —z < senz < x, otteniamo subito la (2.9) applicando il Teorema
dei Carabinieri.
Come conseguenze immediate abbiamo

senx

(2.12) lim cosz =1, lim tgz = lim = 0.

x—0 x—0 z—0 COS X

Basta scrivere cosz = v/1 — sen 2z e applicare il Teorema 2.6.
Infine studiamo la funzione =2£; si noti che la funzione non ¢ definita per x = 0. Dato che
tgx — Sen T

>en? . da (2.10) otteniamo subito (dividendo per senx e prendendo l'inverso)

senx

m
cosx < <1 per 0<x<§.

Se invece x € negativo, compreso fra 0 e —m /2, otteniamo nello stesso modo
sen x

s
cosT < <1 per 0>x>—§.

In conclusione,

(2.13) cosT < o
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Dal Teorema dei Carabinieri e dalla (2.12) otteniamo subito
sen

(2.14) lim =1.
z—0 X
EsEMPIO 2.12. Quanto fa il limite
2
lim 2\ (x )?
z—0 2

Una idea naturale ¢ “cambiare variabile”, ossia porre y = x?; infatti quando x — 0 si ha y = 22 — 0

e quindi si dovrebbe avere
sen (7?)

lim
z—0 1:2 y—0 Yy
Il risultato e corretto, ma come si giustifica questo procedimento? Se usiamo il Teorema 2.5 e consi-
deriamo z,, — 0 arbitraria con z,, # 0, abbiamo y,, = x2 — 0 con y, # 0 e quindi sen (y,)/y, — 1,
ossia sen (z2)/x% — 1 per qualunque successione, e questo dimostra la validita del calcolo precedente.

E chiaro che questo metodo funziona anche in generale: se vogliamo calcolare un limite del tipo
I
lim g[f ()]
sapendo che f(z) — L per x — ¢, siamo autorizzati a cambiare variabile e scrivere
lim g[f(2)] = lim g(x)
T—C y—L

purché si abbia f(z) # L per x # ¢ (e anzi e sufficiente che questa condizione sia soddisfatta per i
punti z vicini a ¢). Provate a scrivere la dimostrazione di questo risultato usando il Teorema 2.5.

EseErcizio 2.13. Calcolare i seguenti limiti: sviluppando,

B4+1 .yt _ (z+h)p—
lim —, lm———, lim—F——,
z—1 12 4 1’ y—2 y2 — 3y +2 h—0 h

21 —1 h)? — 23
lim & . lim \/_—’ lim M’
=1 1 — 7 y—1 y—1 h—0 h

razionalizzando,

g YEZV2 o VIEE VT \/ﬁ Vaoth=yr

=2 T — 2 y—0 Y h—0

utilizzando astutamente qualcuno dei limiti notevoli precedenti (ma non sempre!),

senz . sen(5x) . tg(mx) . sen (bx)
lim ——, lim ———=, lim , —_—,
a1 o 20 1 22 1+ 2 z—0 sen (3x)
arcsin(5z) . sen’r . sen(mz)
limzxsen—, lim ————=, lim ,  lim ———,
z—0 x50 T =0 T e—1 sen (31x)
. senx . 1—cosz ) X
lim ——, lim ——— lim(1 —x)tg —.
z—0 T z—0 T2 z—1 2

Concludiamo con qualche variazione sul concetto di limite. Anzitutto, possiamo immaginare che il
“movimento” di x verso il punto ¢ avvenga in una sola direzione, cioe possiamo limitarci a considerare
i valori < ¢ (movimento da sinistra) o quelli x > ¢ (movimento da destra).

DEFINIZIONE 2.14. Supponiamo che A C R contenga un intervallo Ja,c[ e sia f : A — R una
funzione. Diciamo che f ha limite sinistro L in ¢, o che f tende a L per = che tende a ¢ da
sinistra, e scriviamo

(2.15) lim f(z) =

Tr—Cc
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se: per ogni € > 0 esiste un 6 = §(¢) tale che
(2.16) |f(x) — L| <e pertuttigli z taliche c—d <z <ec.

Si scrive anche:
flz) > L per x—c .
La definizione del limite destro ¢ completamente analoga: supponiamo che A C R contenga un

intervallo ]c, b e sia f : A — R una funzione. Diciamo che f ha limite destro L in ¢, o che f tende
a L per x che tende a ¢ da destra, e scriviamo

(2.17) lim f(z) =L

T—ct

se: per ogni € > 0 esiste un § = §(¢) tale che
(2.18) |f(z) — L| <e per tutti gli = tali che c¢<x <c+o.

Si scrive anche:

flx) = L per z—c'.

Puo succedere che una funzione abbia limite destro e limite sinistro in un punto ¢, ma che questi
limiti siano diversi. Allora chiaramente la funzione non ha limite per x — c.

EsErcizio 2.15. Dimostrare che se f — L per x — ¢, allora in particolare si ha anche f — L
per x — ¢~ e x — ¢'. Dimostrare che vale anche il viceversa: ossia se f ha limite sinistro e limite
destro uguali allo stesso numero L nel punto ¢, allora f — L per z — c.

Dimostrare 1’analogo del Teorema 2.5 per limite destro e sinistro. Ad esempio: f — L per x — ¢
se e solo se, per ogni successione z,, tendente a ¢ con z,, > c¢si ha f(x,) — L.  sufficiente considerare
successioni x,, decrescenti a c?

EsERrci1z10 2.16. Calcolare i seguenti limiti:

. |senz| . |senz| .z =1 .|z =1
lim , lim , lim , lim ,
z—07t T z—0~ T =1+t x —1 z—1— r — 1
1— — 5—
im —= , lim :c} lim Z 2] , lim b—1] .
z——2+ T+ 2 z——2-2+x z—=5+t X z—r—  — 1

EseRrcizio 2.17. Esiste il limite per x — 0 della funzione seguente?

f(x):{xQ—l—xsesz

1—%sex<0.

3. Limiti senza limiti.

Come per le successioni, anche per le funzioni puo succedere che al tendere di x a ¢ i valori della
funzione siano sempre pitt grandi. Per esempio, proviamo a calcolare il limite in 0 di f(x) = 1/2%;
scegliendo valori di > 0 sempre piu vicini a 0 otteniamo valori di f sempre piu grandi, e anzi se
prendiamo una successione x,, — 0, x, > 0, otteniamo una successione di valori f(z,) che tende a
+00. In questo caso diremo che f — +oo per x — 0. Cerchiamo di dare una definizione piu precisa.
Notiamo che nelle definizioni precedenti esprimevamo la vicinanza di f ad un certo numero L tramite
la quantita | f(z) — L|, richiedendo che essa fosse “piccola”; ora invece vogliamo esprimere il fatto che
f(x) e “grande” quando x ¢ vicino a c¢. Ricorriamo ad una definizione simile a quella usata per le
successioni divergenti:
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DEFINIZIONE 3.1. Sia A C R contenente due intervalli ]a,c[ e ]e,b[. Diciamo che f diverge a
+o0 nel punto ¢, o che f tende a +o0o per = che tende a c, e scriviamo

lim f(z) = 400

xr—C

oppure f — +00 per & — ¢, se per ogni M > 0 esiste 6 = §(M) > 0 tale che
f(z) > M per tutti gli z tali che 0 < |z —c| <.
Diciamo che f diverge a —oco nel punto ¢, o che f tende a —oo per x che tende a ¢, e scriviamo

lim f(z) = —0

r—c

oppure f — —oo per x — ¢, se per ogni M < 0 esiste 6 = §(M) > 0 tale che
f(z) < M per tutti gli z tali che 0 < |z —¢| <d.

Se al posto della disuguaglianza 0 < |z — ¢| < 0 sostituiamo la disuguaglianza ¢ < x < ¢+ J (con
A contenente |c,b[), otteniamo le corrispondenti definizioni di limite destro, e se invece usiamo la
disuguaglianza ¢ — 0 < x < ¢ (con A contenente |a,c[) otteniamo le corrispondenti definizioni di
limite sinistro.

Quando si verifica una delle condizioni della definizione precedente, si dice anche che la funzione
(o meglio il suo grafico) ha un asintoto verticale nel punto x = c.

ESERCIZIO 3.2. a) Sia f(z) = 1/x. Mostriamo che: f — +oo per z — 07, f — —o0 per z — 07,
e che il limite per x — 0 di f non esiste. Per dimostrare il primo fatto fissiamo M > 0 e cerchiamo
d > 0 tale che 1/x > M per 0 < x < 0+ J: chiaramente, basta prendere 6 = 1/M. Per I'altro limite
prendiamo M < 0 e scegliendo 6 = —1/M (positivo) abbiamo 1/z < M per 0 — 6 < x < 0; la terza
affermazione segue subito dall’esercizio 2.15 perché limite destro e sinistro sono diversi.

b) Dimostrare che 1/2% — +oo per z — 0.

c¢) Dimostrare che se f — 0 per x — c e f ¢ strettamente positiva per x # ¢, allora

—— — +00 per T — cC.
f(z)
Che si puo dire se f e strettamente negativa? e se e strettamente positiva solo per x vicino a ¢? e se
¢ strettamente positiva solo per x > ¢?
d) Dire se esistono, e calcolare i limiti
: 1 . 1 . 1
lim , lim , lim ;
a—0t senx’  z—0- senx  z—0 senx

2 =322 2% — 322 o x? — 322
lim ————,  lm ———, lim —;
=2t 2—x z—=2- 2 —x =2 2 —x

o3 — 272 o — 222 oad =222
lim ——, lim ———, lim —
=2t 2 —x r—2- 2—T =2 2 —z

C’e¢ un ultimo caso interessante di limite di funzioni, il comportamento per valori di = “grandi”.
Prendiamo ad esempio le funzioni f(z) = 22 e g(z) = 1/z. Calcoliamole per valori di x sempre pilt
grandi: vediamo che f e ¢ hanno un andamento completamente diverso: i valori di f sono sempre
pitt grandi, quelli di g sono sempre piti vicini a 0. Nel primo caso diremo che x? tende a +o0o quando
x tende a 400, nel secondo che 1/x tende a 0 per z — 4o00. Non ¢ difficile definire in modo preciso
queste nozioni:
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DEFINIZIONE 3.3. Sia A C R contenente un intervallo |a, +o0[, e sia f : A — R. Diciamo che f
tende a L per x che tende a +o00, e scriviamo

lim f(x)=1L

T—>+00

o f— L per x — 400, se per ogni € > 0 esiste K = K (¢) tale che
|f(x) — L| <e per tutti gli x tali che z > K.

La definizione di f — L per x — —oo ¢ simile: si suppone che A contenga un intervallo | — 0o, b[ e
si richiede che la condizione |f(z) — L| < ¢ valga per = < K.
Infine diciamo che f tende a +o0o per x — +00, e scriviamo

lim f(x)=+o0

T—+00
oppure f — +00 per & — +00, se per ogni M > 0 esiste K = K (M) tale che
f(x) > M per tutti gli = tali che =z > K.

Non ¢ difficile dare le definizioni negli altri casi possibili f — £o0o per  — +oo (quattro casi in
tutto).

Quando f — L per x — 400 si dice anche che f e il suo grafico hanno un asintoto orizzontale
per x — 400, e analogamente nel caso r — —oc.

ESERCIZIO 3.4. Anzitutto scrivete per esteso le definizioni precedenti in tutti i casi possibili. Poi,
provate a modificare I’enunciato del Teorema Ponte 2.5 in modo da coprire ciascuno dei casi. Le
dimostrazione sono praticamente identiche (farle in dettaglio sarebbe inutile crudelta).

Ad esempio: f — 400 per x — +00 se e solo se, per ogni successione a,, — 400 si ha f(a,) —
+o0. Eccetera (I'esercizio ¢ facile!).

EseEmPIOo 3.5. Come al solito da risultati gia dimostrati per le successioni otteniamo subito i
risultati corrispondenti per le funzioni. Ad esempio,

. 1\*
lim (1 + —) = e;
r—Fo0 x

infatti sappiamo che (14 1/a,)* — e per qualunque successione a,, — +00. Pil in generale,

L X
lim (1 + —) = el
T—+o00 €T

(ragionamento identico).

Un caso particolarmente interessante ¢ quello delle funzioni monotone:

TEOREMA 3.6. Sia f :]a,c[— R una funzione crescente. Se f ¢é limitata superiormente, allora
esiste finito il limite

lim f(z)=1L

Tr—Cc

e L coincide con I'estremo superiore di f su ]a,c[. Se invece f non é limitata superiormente, allora

lim f(z) = +o0

T—Cc—

(e anche in questo caso il limite coincide con I'estremo superiore).
Un risultato analogo vale con I'estremo inferiore se f é decrescente.
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Dimostrazione. Nel primo caso, sia L 'estremo superiore di f; sappiamo che f(z) < L per ogni
x €la,c[, e che comunque si prenda € > 0 si puo trovare un punto y. dell'immagine di f tale che
L — ¢ < y. < L. Quindi si deve avere y. = f(x.) per qualche punto x. del dominio |a, ¢[, e dato che
f € crescente si ha

L—e< f(z.) < f(z) < L per tutti gli z tali che z. <z <ec.
Se poniamo ¢ = d(¢) = ¢ — . possiamo riscrivere la disuguaglianza ottenuta come
L—e¢< f(zr) <L pertuttigliztaliche ¢c—d <z <g,

e pertanto (dato che € > 0 ¢ arbitrario, e che L < L + ¢) abbiamo dimostrato la tesi.

Se f non e limitata superiormente, procediamo in modo analogo: sappiamo che per ogni M > 0
¢’ un punto yy; = f(xpr) nell'immagine tale che f(z) > M per tutti gli x tali che x); < x < ¢, e
ponendo § = 6(M) = ¢ — xp; otteniamo anche in questo caso la tesi.

OSSERVAZIONE 3.7. Naturalmente risultati analoghi valgono per il limite destro: se f :|c,b] &
crescente e limitata inferiormente, allora esiste il limite per x — ¢ di f(z) ed esso coincide con
I'estremo inferiore della funzione su |c, b[ (attenzione, stiamo “andando verso sinistra”!); se f(z) non
¢ limitata inferiormente allora f — —oo per x — ¢*. Risultato analogo con 'estremo superiore se f
¢ decrescente.

Infine, analoghi risultati si hanno per  — +00 o per x — —oo (provare a scriverne qualcuno!).

ESERCIZIO 3.8. Se f : [a,b] — R & una funzione monotona definita su un intervallo chiuso, allora
esistono finiti i limiti destro e sinistro in ogni punto interno dell’intervallo, e inoltre esistono finiti il
limite sinistro in b e il limite destro in a.

Se f :Ja,b[— R & una funzione monotona definita su un intervallo aperto, allora esistono finiti i
limiti destro e sinistro in ogni punto dell’intervallo; inoltre esistono il limite sinistro in b e il limite
destro in a, ma possono essere rispettivamente +0o e —oo. Sapreste costruire degli esempi di ciascuna
di queste situazioni?

EsempP1O 3.9. Siano A > 1, a > 0, § > 0. Le funzioni
(Inz)*, 27 A® 2"

tendono a +oo per & — +oo. Infatti sono crescenti (perché ¢ crescente z*7) e non sono limitate
superiormente (basta ad esempio calcolarle per © = n e otteniamo delle successioni che divergono a
+00).
Se invece 0 < A < 1, si ha
A* -0 per z — +oo.

Perché?

Anche per le funzioni, come per le successioni, si possono estendere le operazioni fra i limiti in
modo da coprire i casi di limiti +00, ma non tutti. Il Teorema seguente elenca i vari casi possibili:

TEOREMA 3.10. Siano f e g due funzioni aventi limite per & — ¢ (o per & — ¢*). Abbiamo allora
che, per x — ¢, (o per x — ¢*)

e se f e g divergono entrambe a oo, allora f + g diverge a £o00;

e se f diverge a +00 e g diverge a Foo, allora f — g diverge a £00;
se f diverge a +00 e g tende a M, allora f 4+ g diverge a +o0;

se f tende a L e g diverge a +o0, allora f + g diverge a +00;

se f tende a L e g diverge a +00, allora f — g diverge a Foo;

se f e g divergono entrambe a oo, f - g diverge a +00;

se f diverge a +00 e g diverge a Foo, allora f - g diverge a —oo;
se f diverge a £oo e g tende a M > 0, allora f - g diverge a +00;
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e se f diverge a +00 e g tende a M < 0, allora f - g diverge a F00;
e se f tende a L e g diverge a +00, allora i tende a 0;

e se f diverge a +00 e g tende a zero da Valon positivi, allora £ d1verge a +oo;
e se f diverge a 00 e g tende a zero da valori negativi, allora d1verge a Foo;
e se f tende ad L > 0 e g tende a zero da valori positivi, aHora L d1verge a +o0o;

f

e se f tende ad L < 0 e g tende a zero da valori positivi, allora £ diverge a —oo;

se f tende ad L > 0 e g tende a zero da valori negativi, allora i diverge a —o0;
i

se f tende ad L < 0 e g tende a zero da valori negativi, allora £ diverge a +0o0;
se f tende a L da valori positivicon 0 < L <1 e g — 400 al]ora f9—0;

se f tende a L da valori positivi con 0 < L <1 e g — —oo allora f9 — +o0;
se f tende a L da valori positivi con L > 1 e g — 400 allora f9 — +00;

se f tende a L da valori positivi con L > 1 e g — —oo allora f9 — 0.

Proprio come per le successioni, vi sono alcuni casi di “forme indeterminate”:
e il limite di f + g quando f diverge a 00 e g diverge a Foo;

il limite di f — g quando f e g divergono entrambe a +oc;

il limite di f - g quando f diverge a 00 e g converge a zero;

il limite di £ quando f e g divergono entrambe (a 400 0 a —00);

e il limite di £ quando f e g convergono entrambe a zero.

Q [Q [~

Per calcolare limiti di questo tipo (“oo — 00,0 - 00,00/00,0/0”) non vale una regola generale ma
bisogna procedere caso per caso, e talvolta, come gia per le successioni, il limite non esiste. Stesso
discorso per le forme indeterminate del tipo “(+00)%, 1.

EsEmPIO 3.11. Sappiamo che

lim e* =+
Tr—r—+00

(perché crescente e non limitata) e quindi

lim e =0
Tr——+00

perché e=® = 1/e” (stiamo applicando il Teorema precedente, caso L/oc0). Da questo segue anche che
lim e* =0
T—>—00
perché ponendo z = —x otteniamo esattamente il limite precedente.
Se invece proviamo a calcolare il limite di e”/z per x — oo abbiamo una forma indeterminata
oo/oo. Fortunatamente abbiamo gia dimostrato che per ogni successione a,, divergente a +oo si ha

an

VA>1, Va>0 lim =+
n—+o0 a%
e quindi otteniamo subito
3.1 VA>1, Va>0 lim A—:+oo.
(3.1) :
z—+oo ¢
In modo simile si dimostra che
(3.2) Ya>0, V8>0, lim — — = +oo.

s (In(2))?

EsEMPIO 3.12. Anche per calcolare limiti infiniti o per + — =400 si puo usare il metodo del
cambiamento di variabile, con le stesse cautele. Vediamo qualche esempio:

lim e* = lim ¢ = 400
z—0t y—r+00
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perché y = 1/x — 400 per z — 07;

lim /" = lim ¢Y =0

z—0~ Y—>—00
perché y = 1/x — —oo per x — 07; notare che il limite per x — 0 non esiste. Altro esempio: dal
limite

lim — =400
x—+o0o I

con il cambiamento di variabile y = e® (e quindi = Inx) segue subito che

(e piu in generale, il limite (3.2) segue subito dal limite (3.1)). Ultimo esempio:
Yy
lim ze'® = lim & = 400
z—0t y—+oo Y

ponendo y = 1/x.

Esercizio 3.13. Calcolare i seguenti limiti:

2
r° — dx
lim (vVx+a—+vx lim r(rxr+a)—x lim —
$—>+oo( + \/_)’ z—>+<x>( ( + ) ), Tr——+00 3 — X ’
3 — 2 3 _
fm S g VP g, YR
r——00 T3 + x2 r—+o00 3 — 12 z—=+oo | [ 4+ \/E
1 3\ "
lim zsen—, lim (1—1— —> , lim (1+x)1/1,
T—+00 xT T—-+00 €T z—0t
lim 2%, lim (senx)®, lim (2 + senx)”, lim :Ue_l/xz,
z—0t z—0t z—+00 z—0+
1 _ 6722 1 _ ex 62:2 _ 63:p
lim xe_l/ﬂ, lim ——, lim ——, lim ——,
z—0~ z—0 T x—0t \/E x—0 €T
24+ 2\" r+1\" 1 1
lim i , lim + lim —e V/?, lim —e /%
z=0\ 3 —x z—+oo \ x — 1 =0+ T z—0- T

4. Funzioni continue.
Siamo arrivati a una delle definizioni centrali dell’Analisi Matematica:

DEFINIZIONE 4.1. Sia A C R un insieme contenente l'intervallo |a, b[, e sia ¢ €]a, b[. Una funzione
f :]a,b[— R si dice continua nel punto c se

lim f(2) = f(c).

Tr—C

Se f :[a,b] — R, estendiamo la definizione precedente dicendo che f ¢ continua in a se il limite
sinistro di f in a ¢ uguale ad f(a), e analogamente nel punto b usando il limite destro. Se questa
condizione non e soddisfatta (ossia il limite non esiste, oppure esiste ma ¢ diverso dal valore della
funzione nel punto), allora f si dice discontinua in c.

La funzione si dice continua se e continua in ogni punto del suo dominio.

Notare che adesso il punto ¢ deve appartenere al dominio della funzione: infatti qui richiediamo
che il limite in ¢ esista e sia proprio uguale al valore f(c) della funzione in quel punto.
Il seguente risultato ¢ una conseguenza immediata del Teorema sulle operazioni fra limiti:
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TEOREMA 4.2. Se due funzioni f,g sono continue nello stesso punto c, allora f + g, f — g, f g,
a- f (o € R) sono continue in ¢, e il rapporto f/g ¢ continuo in ¢ se g(c) # 0. Inoltre g/ & continua
in ¢ se g(c) > 0.

ESEMPIO 4.3. 1) Le potenze z™ con n € N e pitl in generale tutti i polinomi sono funzioni continue.
Infatti abbiamo visto che per qualunque ¢ si ha lim, .. P(x) = P(c).

La funzione e® e continua perché, come abbiamo gia dimostrato, e* — e per x — c¢. Analoga-
mente, A” ¢ continua per ogni A > 0, e Inz ¢ continua (su |0, +-00]).

Anche senx e cosz sono continue: sappiamo gia che senx € continua in zero, ossia che

lim senz = 0 = sen0.
x—0

Quindi anche cosz ¢ continua in 0, infatti
glﬁiir(l)cosm :glcigr(l)m: 1
applicando le regole di calcolo che conosciamo. Inoltre scrivendo
senx = sen (r — ¢+ ¢)
e applicando la formula di addizione otteniamo subito la continuita in ogni punto:

lim senx = senc
r—c

(scrivere i dettagli!). Discorso simile per cos z. Ne segue che la funzione tgz = senz/ cosx & continua
in tutti i punti x # 5 + k7.
2) La funzione |z| ¢ continua. Basta osservare che

[z = fel] < |z = ¢

e da questa disuguaglianza segue subito che |z| — |c| per z — c.

3) Supponiamo che f sia una funzione continua, e sia g un’altra funzione con la proprieta f(z) =
g(x) per x €|a, b[ mentre potrebbe essere f # g negli altri punti. Allora g & continua in tutti i punti
¢ €la, b[. Infatti quando si calcola il limite di g per x — ¢ ci si puo limitare a considerare i valori di
x vicini a ¢ (vedi la definizione di limite).

Non tutte le funzioni sono continue, ovviamente; studiamo qualche esempio tipico di discontinuita.

EsEmMPIO 4.4. 1) La funzione parte intera di z, f(z) = [z], & discontinua in tutti i punti x € Z,
e continua negli altri punti. Che sia continua in ogni ¢ ¢ Z e evidente perché vicino a tali punti f e
una funzione costante (detto meglio: la funzione ristretta a (¢ — €, ¢+ €) & costante se prendiamo e
abbastanza piccolo). D’altra parte, fissato k € Z, si ha
lim =k, lim =k—1,

z—kt z—k—

e quindi il limite in k£ non esiste.
2) La funzione segno di x, definita come

+1 sex >0
flz)=<¢0 sex=0
-1 sexz <O

(0 in modo piu rapido ma meno preciso, f(z) = z/|x|) é continua in ogni punto tranne 0.

DEFINIZIONE 4.5. Qualche volta si usa la seguente terminologia: se in un punto c esistono sia il
limite destro che il limite sinistro di f, ma essi non coincidono, oppure coincidono ma sono diversi dal
valore f(c), si dice che f ha una discontinuita di prima specie in c. In particolare quando i limiti
destro e sinistro coincidono fra loro ma sono diversi da f(c), &€ ovvio che basta cambiare il valore di f
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in ¢ per ottenere una funzione continua; per questo si parla anche di discontinuita eliminabile. (E
talvolta si usa questo termine anche per funzioni che non sono definite in ¢, ma hanno limite destro
e sinistro in ¢ uguali).

In tutti gli altri casi si parla di discontinuita di seconda specie.

EsEMPIO 4.6. Un esempio piu sofisticato. La funzione di Dirichlet si definisce come

)1 sexeQ
f(aj)_{() ser ¢ Q.

Questa funzione e discontinua in tutti i punti, e anzi ha solo discontinuita di seconda specie. Sapreste
dimostrarlo?

EseEmMpPIO 4.7. Un altro esempio interessante ¢ dato dalla funzione

f(z) = sen 1

x
I1 suo grafico ¢ il seguente:

|

Questa funzione & continua in tutti i punti tranne x = 0. Sapete dimostrarlo?

Provate anche a disegnare il grafico della funzione
1
f(x) =z sen =

ESEMPIO 4.8. Supponiamo che una funzione f(z) abbia la proprieta seguente: esiste una costante
K > 0 tale che

[f(x) = f(y)] < K|z —y]

per tutti i punti z, y nel dominio di A. Una tale funzione si dice lipschitziana. E evidente che una
funzione lipschitziana ¢ anche continua: infatti se x — ¢ dalla disuguaglianza

[f(x) = f(o)] < Klz = ¢|
segue subito che f(z) — f(c).
Esercizio 4.9 (L.Orsina). Pronunciare “lipschitziana”.
Anche la composizione di funzioni continue e continua:

TEOREMA 4.10. Siano f :]Ja,b[— R e g :]a, B|— R due funzioni con la proprieta f(]a,b[) Cla, 5];
si puo quindi considerare la funzione composta h = go f. Se f é continua in un punto c e g é continua
nel punto f(c) allora h é continua in c¢. Quindi, la composizione di funzioni continue é una funzione
continua.

Dimostrazione. Presa una successione a,, — ¢ qualunque, la successione «,, = f(a,) converge a
f(c) dato che f ¢ continua in ¢, e quindi g(ay,) = h(a,) converge a g(f(c)) dato che g ¢ continua in
f(c). Applicando il Teorema Ponte, ne segue la continuita di h.
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ESERCIZIO 4.11. a) Determinare I'insieme dei punti di continuita per le funzioni seguenti. (Esem-
pio: la funzione f(z) = 1/x & discontinua in 0 ma continua in tutti gli altri punti in quanto rapporto
di due funzioni continue, e pertanto il suo insieme di continuita ¢ R\ {0}. Naturalmente I'insieme di
continuita & contenuto nel dominio).

1/:1)2 1 1

1
— . ze'". ze ,  sen—, T
1—3x x sen

b) Per quali valori dei parametri «, 5 la funzione seguente € continua?

(% per x > 0,
flx) =<« per x = 0,
e Pr—1
(——%— perz <0
Stesso problema per la funzione
¢ 6230 o €3x
=——— perzxz >0,
Nz
f(@) =14 a per z = 0,
—,81? .
\w per x < 0.

¢) Sia f continua. Dimostrare che le funzioni f*(x) = max{f(z),0} e f~(z) = max{—f(x),0}
sono continue. Inoltre data una funzione f(x) qualunque, sapreste disegnare i grafici di f* e f=7
Infine, delle seguenti quattro identita quali sono vere e quali no?

f=rr+ s f=rr=r =+ f=rr.
5. Alcune proprieta delle funzioni continue.

TEOREMA 5.1. (Permanenza del segno per funzioni continue). Sia f :]a,b[— R continua in c e
supponiamo che f(c) > 0. Allora esiste 6 > 0 tale che f(x) > 0 per tutti gli x tali che |z — ¢| < 6.
Proprieta analoga se f(c) < 0.

Dimostrazione. Basta applicare il Teorema 2.3, caso (i), ricordando che L = f(c).

Dimostriamo ora una proprieta fondamentale delle funzioni continue:

TEOREMA 5.2. (Teorema degli zeri). Sia f : [a,b] — R una funzione continua e supponiamo che
fla) <0 e f(b) >0 (o viceversa). Allora esiste un punto z €|a,b[ in cui f si annulla: f(z) = 0.

Dimostrazione. Supponiamo ad esempio di essere nella situazione f(a) < 0 < f(b). Consideria-
mo il punto ¢ = (a+0b)/2, ossia il punto di mezzo dell'intervallo. Se f(c) = 0 possiamo prendere z = ¢
e il teorema & dimostrato. Altrimenti definiamo un nuovo intervallo piu piccolo [aq, by] distinguendo
due casi:

e f(c) >0, e allora poniamo a; = a, by = ¢;

e f(c) <0, e allora poniamo a; = ¢, by = b.
In altri termini, abbiamo costruito un intervallo largo la meta di quello di partenza in cui si verifica
ancora la situazione originaria: f(a;) < 0 < f(b;). Notare anche che il nuovo intervallo ¢ contenuto
nel precedente: detti ag = a e by = b si ha ag < a; < by < by. Chiaramente possiamo ripetere il
procedimento, prendendo il punto medio dell'intervallo [ay,b;] e distinguendo i vari casi f(c;) = 0,
<0, >0.

Andiamo avanti cosi: se abbiamo ripetuto I'operazione n volte siamo arrivati a costruire i punti
a, < b, con le proprieta
ap<a; < <a, e by, << by < by
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e inoltre la larghezza dell'intervallo [a,,,b,| € quella dellintervallo di partenza divisa per 2" volte,
ossia
bn—l — Qp—1 bO — Qg

2 2
Per fare il passo successivo consideriamo il punto medio dell'intervallo [ay, b,] ossia ¢, = (an, + by,)/2;
come al solito, se f(c,) = 0 abbiamo terminato, altrimenti abbiamo i due casi

bn_an:

e f(c,) >0, e allora poniamo a, 1 = Gy, by = Cy;
e f(c,) <0, e allora poniamo a, 1 = ¢y, byr1 = by.
Se ad un certo passo il punto medio dell’intervallo ¢ uno zero di f, il procedimento termina; altri-
menti esso produce due successioni a,,, b, con le seguenti proprieta: a, € crescente, b, ¢ decrescente,
inoltre a,, < b, e anzi

b—a

0<b,—a,= TR
Tutte e due queste successioni convergono ad un limite finito, infatti sono monotone e limitate (in
quanto appartengono all’intervallo [a,b]). Sia L il limite della prima e M il limite della seconda:
chiaramente I = M perché passando al limite nella disuguaglianza precedente per il Teorema dei

Carabinieri otteniamo

0<L-M<O0.

Poniamo allora z = L = M: ¢ facile vedere che f(z) = 0. Infatti da f(a,) <0 e a,, — L segue subito
f(L) <0, e d’altra parte da f(b,) > 0 e b, — M segue subito f(M) = f(L) > 0.

Dal Teorema degli zeri deduciamo con facilita un risultato molto utile:

TEOREMA 5.3. (Teorema dei valori intermedi). Sia f una funzione continua su un intervallo [a, b|.
Allora essa assume tutti i valori intermedi fra f(a) e f(b).

Dimostrazione. Consideriamo il caso f(a) < f(b), il caso f(a) > f(b) ¢ identico (e se f(a) = f(b)
non c¢’¢ nulla da dimostrare). Preso un qualunque valore intermedio f(a) < v < f(b), vogliamo
dimostrare che esiste un punto z in cui f(z) = 7.

Basta considerare la funzione g : [a,b] — R definita da

g(x) = f(x) =7
Si ha infatti g(a) = f(a) — v < 0 e g(b) = f(b) —~ > 0, e inoltre g & una funzione continua. Per il
Teorema degli zeri allora deve esistere un punto z in cui 0 = g(z) = f(2) — v da cui la tesi.

OSSERVAZIONE 5.4. Il Teorema dei valori intermedi stabilisce quindi che I'immagine di una fun-
zione continua f : [a,b] — R contiene tutto 'intervallo di estremi f(a) e f(b). Con un piccolo sforzo
in piu possiamo verificare che l'immagine di f ¢ un intervallo. Infatti se I'immagine di f contiene
due valori ¢ < d, ne segue che esistono z1,xs € [a,b] tali che f(z1) = c e f(x2) = d; applicando il
Teorema a f definita sull’intervallo tra x5 e x5, otteniamo che 'immagine di f deve contenere tutto
I'intervallo [c, d], e questo vuol dire che Im (f) & un intervallo.

E se la funzione & definita su un intervallo aperto, o illimitato? Il risultato vale ancora (provate
a dimostrarlo per esercizio). Possiamo quindi enunciare il fatto generale che una funzione continua
definita su un intervallo di qualunque tipo (aperto, chiuso, semiaperto, finito o infinito) ha per
immagine un intervallo.

ESEMPIO 5.5. Determiniamo I'immagine E = Im (f) della funzione f(x) = e*. In effetti abbiamo
gia osservato che E =]0, +00[ ma senza dimostrarlo. Ora abbiamo gli strumenti per farlo. Anzitutto
per il teorema dei valori intermedi sappiamo che E deve essere un intervallo, dato che f ¢ definita
su R ed & continua; inoltre £ CJ0, +o0o| perché e > 0 per qualunque z. Infine sappiamo che
lim,_,_o e® = 0, quindi I’estremo inferiore di E ¢ 0, e e* non ¢ limitata superiormente, quindi la tesi.
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Altra proprieta fondamentale delle funzioni continue e I’esistenza di massimi e minimi.

DEFINIZIONE 5.6. Sia A C R. Diciamo che la funzione f : A — R ammette massimo su A
se esiste un punto ¢ € A tale che f(c) > f(x) per tutti gli z € A, e tale punto ¢ detto punto di
massimo per f su A. Analoga la definizione per il minimo.

TEOREMA 5.7. (Teorema di Weierstrass). Sia f : [a,b] — R una funzione continua sull’intervallo
chiuso e limitato [a,b]. Allora f ammette massimo e minimo su |a, b|.

Dimostrazione. Dimostriamo ’esistenza del massimo, quella del minimo é analoga. Distinguiamo
anzitutto due casi.

Caso A: se f non e limitata superiormente, possiamo costruire una successione di punti a,, tali
che f(a,) — +oo. Basta osservare che per ogni intero n devono esistere dei punti in cui f vale piu
di n, scegliere uno di questi punti e chiamarlo a,,.

Caso B: se invece f & limitata superiormente, allora il suo estremo superiore M = sup f([a,b]) &
un numero reale. Dalla definizione di estremo superiore abbiamo che:

(1) M > f(x) per tutti gli x € [a, b];

(2) dato qualunque £ > 0 esiste un punto a. € [a, b] tale che f(a.) > M —e.
Allora per ogni n € N possiamo prendere ¢ = 1/n e definire a, = a.; abbiamo costruito una
successione a,, € [a, ] tale che

M—l<f(an)§M.
n

Da questa disuguaglianza, passando al limite segue subito che f(a,) — M.

In conclusione, sia nel Caso A che nel Caso B siamo riusciti a costruire una successione a,, € [a, b]
con la proprieta f(a,) — sup f. Per il Teorema di Bolzano—Weierstrass, da a, si puo estrarre una
sottosuccessione a,, convergente ad un punto ¢ € [a, b]. Essendo f continua si ha f(a,,) — f(c).

Ma allora il Caso A ¢ impossibile: infatti se fosse f(a,) — +oo si avrebbe anche f(a,, ) — +00
ma sappiamo che f(a,, ) — f(c) # +00. Resta solo il caso B, e otteniamo allora che

f(ank) %M:f(c)
ossia il valore di f nel punto ¢ & uguale all’estremo superiore di f. Ne segue che ¢ ¢ il punto di
massimo cercato.

OSSERVAZIONE 5.8. Le ipotesi del teorema precedente sono: la continuita di f; il fatto che il
dominio ¢ un intervallo chiuso; e il fatto che il dominio ¢ un intervallo limitato. Si tratta veramente
di ipotesi essenziali?

1) Per esempio, proviamo ad abolire l'ipotesi di continuita. Allora vediamo che ¢ molto facile
trovare dei casi in cui la funzione non ha massimo, anche se la funzione & discontinua solo in un
punto. Ad esempio si puo prendere la funzione f : [0, 1] — R definita come

f(x):{x se0<x <1,
0 sex=1.

Allora 'estremo superiore della funzione ¢ 1 (perché?), ma la funzione non assume mai il valore 1 e
quindi non ha massimo su [0, 1]. E chiaro che la continuita & un’ipotesi essenziale.

2) Proviamo allora a cambiare le proprieta del dominio. Consideriamo la funzione f : [0, 1[— R
data semplicemente da f(x) = x. Anche in questo caso si ha subito che I'estremo superiore di f &
1; e anche in questo caso la funzione non assume mai il valore 1, questa volta perché il dominio di f
non e chiuso.

3) E se si abolisce I'altra proprieta del dominio, la limitatezza? In questo caso ¢ chiaro che si
possono considerare funzioni il cui estremo superiore ¢ +00. Ad esempio f : R — R data da f(z) ==
non ha massimo su R perché non ¢ limitata superiormente (e non ha neanche minimo).
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Anche se si considerano solo funzioni limitate la situazione non migliora: per esempio f(z) =
arctgr, f : R — R, & sempre compresa fra —7/2 e +7/2, il suo estremo superiore & proprio 7/2, ma
non assume mai tale valore e quindi non ha massimo (né minimo).

OSSERVAZIONE 5.9. Pero va anche detto che in certe situazioni si puo dimostrare che esiste il
massimo (o il minimo) anche se le ipotesi del Teorema di Weierstrass non sono soddisfatte.
Ad esempio, supponiamo che il dominio sia 'unione di due intervalli chiusi disgiunti come

A =[a,b]U][e,d]

con a < b < ¢ < d. E chiaro che una funzione continua f : A — R deve avere massimo; infatti
ha sicuramente un massimo sul primo intervallo, ha un massimo sul secondo, e basta confrontare
i due valori e scegliere quello pitl grande per trovare un massimo su tutto A. E abbastanza ovvio
quindi che non ¢ essenziale prendere un intervallo nel Teorema di Weierstrass; cio che conta ¢ una
proprieta piu generale detta compattezza: K C R is dice compatto se da ogni successione in K si
puo estrarre una sottosuccessione convergente ad un punto di K. In altri termini, K ¢ compatto se
soddisfa il Teorema di Bolzano-Weierstrass. E molto facile vedere che la dimostrazione del Teorema
di Weierstrass funziona perfettamente se invece di [a,b] si considera una funzione definita su un
dominio compatto.

Ci sono casi in cui anche se il dominio della funzione continua non ¢ compatto, ¢ possibile ricon-
dursi ad una situazione compatta, e quindi si riesce ancora a trovare il massimo, o minimo, come nei
seguenti esercizi.

EseErcizio 5.10. 1) Sia f : R — R continua con la proprieta
lim f(x)= lim f(x)=0.
x—H—oof( ) :c—)—oof( )
Dimostrare che f ammette o massimo o minimo su R. Mostrare con un esempio che f puo avere
massimo e non minimo, o viceversa.
2) Sia f : R — R continua con la proprieta

lim f(z)= Er_n f(z) = +oo.

T—r—+00

Allora f ammette minimo.
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Il teorema di Weierstrass e il teorema dei valori intermedi

Ricordiamo il teorema di Weierstrass:

TEOREMA 1 (Weierstrass). Sia f : [a,b] — R una funzione continua. Allora esistono
T € xpr in [a,b] tali che

m = f(em) < f() < flon) =M, Veelab].
In altre parole, esistono il minimo m e il massimo M di f(x) su [a, b]:
m = min{ f(z), = € [a,b]}, M = max{f(z), x € [a,b]}.

Conseguenza del teorema di Weierstrass e il teorema dei valori intermedi per funzioni
continue su un intervallo chiuso e limitato:

TEOREMA 2 (Valori intermedi). Sia f : [a,b] — R una funzione continua. Allora f
assume tutti (e soli) i valori compresi tra massimo e minimo, vale a dire si ha
f(a, b)) = {f(x), © € la,b]} = [m, M].

La dimostrazione di questo risultato si basa su un principio generale, valido per le
funzioni continue su intervalli qualsiasi: se, dato un numero reale t, esistono due punti
xo e x1 nell'intervallo di definizione di f tali che f(xg) < t < f(z1), allora esiste x;
appartenente all’intervallo di estremi xy e x; tale che f(x;) =t.

Nel caso del teorema dei valori intermedi, fissato ¢ in (m, M), si ha m = f(x,,) <
t < f(zp) = M, e quindi la funzione f assume il valore ¢.

Il teorema di Weierstrass (e di conseguenza il teorema dei valori intermedi) hanno
bisogno di una funzione continua definita su un intervallo chiuso e limitato (come si
vede tramite opportuni controesempi). Cosa si puo dire se I'intervallo non ¢ chiuso, o
non e limitato?

Primo caso: f e definita su tutto R.

In questo caso, & possibile che si perdano sia il massimo che il minimo (ad esempio:
se f(x) = z, non esistono né il minimo, né il massimo). E perd possibile recuperare
uno dei due con un’ipotesi aggiuntiva sul comportamento della funzione a piu infinito e
a meno infinito (le uniche due “direzioni” che possono essere responsabili della perdita
del minimo e del massimo). Piu precisamente, abbiamo il seguente:

TEOREMA 3 (Weierstrass generalizzato — 1). Sia f : R — R una funzione continua.

a) Se
EIP f(x) =+o0 Eril f(x) = +o0 % :

allora esiste il minimo m di f(x) su R.

b) Se

allora esiste il massimo M di f(x) su R.

Se siamo nelle ipotesi del teorema precedente, possiamo generalizzare anche il teore-

ma dei valori intermedi:
1
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TEOREMA 4 (Valori intermedi generalizzato — 1). Sia f : R — R una funzione continua.
a) Se

im - f(z) = —o0 Jim - f() = +o00 Fﬁ
ovvero se
lim f(z) = +o0 lim f(z) = —oco £§

allora f(R) = R.
b) Se

Vil
NG

lim f(z) =400 lim f(x) =+oc0

r—r—00 T—+00

allora f(R) = [m,+o00) dove m ¢ il minimo di f su R.
c) Se

lim f(z) = —o0 lim f(z)=—o0

T——00 r——+00 i:

allora f(R) = (—oo, M| dove M ¢ il minimo di f su R.

Secondo caso: [ & definita su una semiretta chiusa [a,+00) o (—00, b).

In questo secondo caso, se la funzione f(z) diverge (positivamente o negativamen-
te) quando x diverge (positivamente o negativamente), uno tra massimo e minimo si
“perde”, ma l'altro esiste. Questo ¢ quanto afferma il seguente risultato:

TEOREMA 5 (Weierstrass generalizzato — 2). Sia f : [a,+00) — R una funzione

continua.
i = / ’

a) Se
allora esiste il minimo m di f(x) su [a, +00).

b) Se
A, () = —eo ﬁ

allora esiste il massimo M di f(z) su |a, +00).
Sia f: (—00,b] — R una funzione continua.

a) Se
Erp f(z) =400 LN

allora esiste il minimo m di f(z) su (—o0, b].



1_i>r_n f(z) =—o0 ﬁ

allora esiste il massimo M di f(x) su (—o0,b].
Conseguentemente, il teorema dei valori intermedi si generalizza cosi:

TEOREMA 6 (Valori intermedi generalizzato — 2). Sia f : [a,4+00) — R una funzione

continua.
lim f(z)=+o0 ] Zi
T—>+00

a) Se
allora f([a,+00)) = [m, +00), dove m & il minimo di f(z) su [a, +00).

b) Se

allora f([a,4+00)) = (—o0, M|, dove M ¢é il minimo di f(x) su [a,+00).
Sia f : (—00,b] — R una funzione continua.

a) Se
EIEl f(z) =400 %

allora f((—o0,b]) = [m,+00), dove m ¢ il minimo di f(z) su (—oo,b].

b) Se
i) = == £+

allora f((—o0,b]) = (—o0, M|, dove M é il massimo di f(zx) su (—o0,b].

Se, per un motivo qualsiasi, non si e in grado di calcolare il minimo m, o il massimo M
delle funzione f, si possono comunque ricavare delle informazioni parziali sull’immagine

di f.

TEOREMA 7 (Valori intermedi generalizzato —4). Sia f : [a, 00) una funzione continua.

a) Se
lim f(z)=+o00 Valori assunti
T—+00 — Valori forse non assunti

allora [f(a),4+00) C f([a, +0)), ovvero f assume tutti i valori maggiori o uguali

a f(a).
b) Se

li = — N\ Valori ti

z_1>I_POO f(l’) 0 N V:lgg' ?(ffsuennlon assunti



allora (—oo, f(a)] C f([a, +0)), ovvero f assume tutti i valori minori o uguali
a f(a).
Sia f : (—o00,b] — R una funzione continua.
a) Se

lim f(l’) = 400 _\ Valori assunti
T—>—00 — Valori forse non assunti

allora [f(b), +00) C f((—00,b]), ovvero f assume tutti i valori maggiori o uguali

a f(b).
b) Se
lim f(.CE) = —00 % Valori assunti
Tr——00 — Valori forse non assunti

allora (—oo, f(b)] C f((—o00,b]), ovvero f assume tutti i valori minori o uguali

a f(b).

Terzo caso: f & definita su un intervallo aperto (limitato o meno).

Anche in questo caso, come nei precedenti, entrano in gioco i limiti della funzione
“agli estremi dell’intervallo”. Per semplicita, supponiamo che la funzione f sia definita
su un intervallo limitato (a,b) ; estensione al caso di un intervallo illimitato (in una
direzione) ¢ lasciata al lettore. ..

TEOREMA 8 (Weierstrass generalizzato — 3). Sia f : (a,b) — R una funzione continua.
a) Se

allora esiste il minimo m di f(z) su (a,b).

b) Se

lim f(r) = —o0 lim f(z) =—o0
z>a z<b

lim f(z) = 400 lim f(z) = 400 U

allora esiste il massimo M di f(z) su (a,b).

Analogamente a quanto detto in precedenza, il teorema dei valori intermedi si tra-
sforma cosi:

TEOREMA 9 (Valori intermedi generalizzato — 5). Sia f : (a,b) una funzione continua.
a) Se

lim f(z) = —oo lim f(r) =400
T>a z<b

—_—
1‘
1

o se



A

li = li =—
lizg f(z) =400 i flx) = —o0 —
\
allora f((a,b)) = R.
b) Se
fy f(r) = +o0  lim J(z) = +oo -

allora f((a,b)) = [m,+0o0), dove m ¢ il minimo di f(x) su (a,b).

c) Se

lim f(r) = —o0 lim f(z) =—o0
x>a a;:b N

||

allora f((a,b)) = (—oo0, M|, dove M é il massimo di f(z) su (a,b).



CAPITOLO 1
Derivazione

1. Derivata.

Che cos’e la velocita? L’idea di velocita fa parte dell’esperienza comune di tutti. Non solo:
sappiamo bene che la velocita si puo misurare, e abbiamo sviluppato una certa sensibilita al
riguardo. Sappiamo che essa ha a che fare con quanto spazio si riesce a percorrere in un certo
tempo, cioe si tratta di un rapporto. Sappiamo anche che ha perfettamente senso parlare
della velocita in un certo istante (pensate al tachimetro di una macchina): non c’¢ bisogno
di percorrere una distanza, misurarla e calcolare un rapporto, si puo misurare la “velocita
istantanea”. Ma di che si tratta esattamente?

Riuscire ad afferrare questo concetto e utilizzarlo in un procedimento di calcolo & stata
un’impresa intellettuale importante, compiuta tra la fine del seicento e I'inizio del settecento
sostanzialmente da Newton (la priorita ¢ discussa: certamente Galileo fu un precursore, e
Leibniz ebbe le stesse idee negli stessi anni, ma Newton oltre ad inventare I’analisi fu anche
in grado di usarla per risolvere vari problemi di meccanica celeste con successo spettacolare).
E difficile immaginare oggi 'impatto che queste idee poterono avere nel settecento. Oggetti
che sembravano al limite del soprannaturale, le comete e i pianeti, si rivelavano invece obbedire
alle stesse leggi degli oggetti comuni, e addirittura se ne potevano prevedere i movimenti da
terra. Il successo di Newton segno l'inizio della scienza moderna.

DEFINIZIONE 1.1. Sia f :]a,b[— R una funzione e xy €la,b[. Diciamo che f &
derivabile in z se esiste il limite

f(xo+h) — f(x0)

(1.1) . h
detto derivata di f nel punto x e indicato con varie notazioni:
df
! = D = —
[ (o) f (o) d (o)

(notazioni attribuite a Lagrange, Leibniz e Louis Arbogeste). Se f ¢ derivabile in tutti
i punti del dominio si dice derivabile, e la funzione x — f’(x) si indica con f’ (e si
chiama naturalmente la derivata di f).

Si puo anche considerare in (1.1) il limite destro per h — 07, detto derivata
destra, e il limite sinistro per h — 07, detto derivata sinistra. In particolare per
una funzione f : [a,b] — R si possono definire la derivata sinistra nel punto b e la
derivata destra nel punto a. Ovviamente, una funzione ¢ derivabile in un punto se e
solo se derivata destra e quella sinistra in quel punto esistono e sono uguali.

OSSERVAZIONE 1.2. Notare che se si pone y = xg + h nella definizione di derivata
si ottiene la formula equivalente

f(y) — f(zo)
Yy—xo Yy — o
perché evidentemente y = xo + h — 2o quando h — 0.
OSSERVAZIONE 1.3 (Notazione degli o piccoli). Introduciamo una notazione che
avra molta importanza nel seguito. Consideriamo una funzione f(x) definita in un

1
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intervallo aperto contenente 0. Diciamo che f € un o piccolo di x, per = che tende
a 0, e scriviamo f(z) € o(z), se f ha la seguente proprieta:

f(z) € o(x) significa 91612% @ = 0.

(si dice anche: f & un infinitesimo di ordine superiore a 1 per x che tende a
0). Quindi o(z) ¢ l'insieme di tutte le funzioni che hanno la proprieta f(x)/z — 0 per
x — 0. Di solito si fa un piccolo abuso di notazione e si scrive semplicemente

flz)=o0(x) <+<—= —=—=0

e questa notazione ¢ molto comoda ma bisogna stare un po’ attenti ad usarla. Ad
esempio, la differenza o(x) — o(z) non si cancella! cioe, se f(x) = o(x) e g(z) = o(x),
si ha sicuramente f(z) — g(x) = o(x) — o(x) = o(x), ma f — g € uguale a zero solo se
le due funzioni coincidono. Alcuni esempi:

La funzione f(z) = 2% & un o(z): infatti £ = 2> — 0 per # — 0.

1)
(2) La funzione f(:v) =z non ¢ un o(z) per r — 0
(3) In generale z¥ = o(x) se e solo se k > 1.

(4) La funzione f(x) = senx non é un o(x), infatti
()

(6)

*2% non tende a 0 per x — 0.

sen (z%) = o(z) per x — 0.
In(1 + 2?%) = o(x) per x — 0.

OSSERVAZIONE 1.4. Vediamo come si puo riformulare la definizione di derivata
usando la notazione degli o piccoli. Una funzione f & derivabile nel punto x con
derivata f’(x) = L se e solo se il rapporto incrementale w — L per h — 0,
cioe se e solo si ha

fle+h) = flx)—Lh _ flz+h) - f(z)

= — L )
. b — 0

Quindi vediamo che f(z) ¢ derivabile in = con derivata L se e solo se f(x+h) — f(x) —
Lh = o(h), ossia

(1.2) f(x+h)= f(xz)+ Lh+ o(h).
OSSERVAZIONE 1.5. Il rapporto

flx+h) - fx)
h

(1.3)

si chiama rapporto incrementale di f in x e allora h si dice anche 'incremento.
Notare che I'incremento puo essere qualunque numero positivo o negativo diverso da
0, e quindi x + h puo essere anche a sinistra di x; purché naturalmente si abbia sempre
x+h €la,b].

E facile visualizzare geometricamente il rapporto incrementale: nella figura,
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P f(z)
S x h T+ h

se il punto P del grafico ha coordinate (z, f(z)) e ad esempio prendiamo h > 0,
il numeratore del rapporto incrementale rappresenta la lunghezza del segmento QR
parallelo all’asse delle ordinate, il denominatore h € la lunghezza del segmento PQ)
parallelo all’asse delle ascisse, e quindi il rapporto incrementale esprime la pendenza
del segmento PR: rapporto 1 vuol dire pendenza di 45° = 7, e cosi via. Allora ¢
naturale interpretare il limite del rapporto incrementale, ossia la derivata f'(z), come
la pendenza limite delle rette PR quando il punto P tende al punto R; ossia la pendenza
della retta tangente al grafico di f nel punto P.

Possiamo utilizzare quest’osservazione per scrivere ’equazione della retta tangente
al grafico di una funzione (quando tale retta esiste!). Una retta di pendenza a ha la
forma ax 4 b (ossia il suo coefficiente angolare & a), quindi la retta tangente ad f in un
punto fissato ¢ deve avere pendenza a = f'(c¢) ossia ¢ del tipo

f'(e)x +b.

A questo punto basta scegliere il coefficiente b in modo che la retta passi per il punto
del grafico (¢, f(c)), ossia

f(e)-etb=fle) = b= f(c) ~cf'(c)

e quindi la retta tangente al grafico di f nel punto ¢ ha la forma

f'e)( =)+ flo).
Anche la formulazione equivalente dell’Osservazione 1.4 si puo visualizzare geometri-
camente: se x € un punto vicino a ¢, ossia x = ¢ + h, allora la (1.2) si puo scrivere,
dato che L = f'(c),
f(@) = f(e) + f'(e)(x = ) + o(x — o).
Quindi la funzione o(xz — ¢) si puo interpretare come ’errore che si commette appros-
simando f(z) con la sua tangente; vediamo che 'esistenza della derivata implica che
tale errore e di ordine superiore al primo, in quanto
o(h)
Al
EseEmpIO 1.6. Sia f(z) = C una funzione costante (ossia una funzione f il cui
valore ¢ C in tutti i punti). Il suo grafico naturalmente ¢ una retta orizzontale ad
altezza C. Se calcoliamo il rapporto incrementale in un qualunque punto x abbiamo
flx+h)—fxz) C-C
h h

(si ricordi che h # 0) e quindi otteniamo che la derivata di una funzione costante é 0:
per ricordare questa regola scriviamo in modo sintetico (e leggermente impreciso)

(Y =o.

—0 per h—0.

=0
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Notare che la “pendenza” della curva e zero, cioe la curva e orizzontale in tutti i punti.
Sia f(z) = x: il rapporto incrementale in qualunque punto x &
flx+h)—flx) z+h—2

1
h h

e quindi otteniamo la regola
(z) =1
ossia la derivata della funzione x ¢ la funzione costante 1.
Se invece consideriamo f(x) = cx + d dove ¢, d sono numeri reali fissati, il rapporto

incrementale ¢
flath) — f() _cleth)—co

h h
da cui f’ = ¢, ossia sinteticamente

=C

(cx+d) =c.

Notiamo che la pendenza della retta cx + d & espressa proprio dal coefficiente angolare
¢ (positivo, negativo o nullo), indipendentemente dal valore di d.

Altra derivata facile da calcolare & quella di f(x) = 22

fle+h) = flz) (z+h)?—2>
N = N =2x+h

e se calcoliamo il limite per h — 0 otteniamo subito f’(z) = 2x. Abbiamo quindi la
regola sintetica

(z%) = 2.
Proviamo a calcolare la derivata di f(x) = e”:
erth _ e . eh—l'
S
il limite per A — 0 si calcola facilmente ricordando che
eh —1

—1 per h—0
eda [/ =e":
(eaz)/ — ex'
Invece per f(x) = senz il calcolo € un po’ pit complicato; il modo piu rapido &
utilizzare la formula di prostaferesi

a—> a+b
sena — sen b = 2sen cos
2 2
da cui si ha subito

sen(x + h) —senz 2 (h) ( h)
3 zﬁsen —]-cos|lz+ = |.

Ricordando che
sen

—1 per z—0

otteniamo subito che il limite per h — 0 ¢ f(z)" = cosa:
(senz)’ = cosw.

Un procedimento simile per f(x) = cosz da f'(zr) = —senx:
(cosx) = —senw

(verificare!).
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EsErcizio 1.7. Quanto fa la derivata di f(t) = sent nel punto ¢t? E la derivata di
f(2) = €* nel punto z = 47 E la derivata di f(z) = e* nel punto —z? E la derivata di
f(t) = t* nel punto ?

OSSERVAZIONE 1.8. Come dicevamo all’inizio, la derivata € un concetto nato dall’i-
dea intuitiva di velocita. Se f(t) esprime la posizione di un oggetto in moto, in funzione
del tempo, allora il rapporto incrementale di f e il rapporto tra lo spazio percorso nel
tempo h, e il tempo h impiegato a percorrerlo, cioe esprime la velocita media nell’inter-
vallo di tempo h. Allora il limite per h — 0, cioé la derivata f’(t), esprime la velocita
all’istante ¢: e la rapidita con cui varia la posizione all’istante t.

Supponiamo di avere calcolato la velocita di un oggetto in ogni istante; abbiamo
allora la funzione v(t), velocita in funzione del tempo. Se ripetiamo il procedimento
precedente e deriviamo v, otteniamo una nuova quantita che misura la rapidita con cui
varia la velocita all’istante t: & detta accelerazione dell’oggetto all’istante ¢. Si tratta
della derivata seconda della posizione; torneremo su questo concetto in seguito.

Quando f(t) rappresenta una posizione in funzione del tempo, si usa talvolta la
notazione f(t) invece di f'(t); si tratta della notazione originale di Newton. Allora

l'accelerazione si indica con f(t).

ESERCIZIO 1.9. a) Determinare la derivata delle funzioni seguenti calcolando il
limite del rapporto incrementale:
1, 1 1

37 1—22, —, z+-, (x+3)} A" (A>0), Vz, VI1+a2
A xr

b) Una particella P si muove di moto uniformemente accelerato. Questo vuol dire
che lo spazio percorso all’istante t ¢ dato dalla formula

L,
sziat + vot + 59

dove sy e la posizione iniziale e vy la velocita iniziale. Calcolare le espressioni della
velocita e dell’accelerazione di P all’istante ¢.

EsEMPIO 1.10. Nel seguito saremo interessati quasi esclusivamente a funzioni de-
rivabili; ma naturalmente vi sono moltissime funzioni non derivabili (anzi, in un senso
ben preciso, sono molte di pit). Un esempio semplice ¢ dato dal modulo f(z) = |z|: f
non e derivabile in 0. Infatti il rapporto incrementale in x = 0

O+~ J(0) _ A
h h

vale +1 per A > 0, e quindi il limite destro ¢ 41, mentre vale —1 per h < 0, e quindi
il limite sinistro ¢ —1. Pertanto il limite per ~ — 0 non esiste (notare che esistono la
derivata sinistra e quella destra in 0, ma hanno valori diversi).

In questo esempio la funzione non ¢ derivabile soltanto in un punto; non ¢ difficile
costruire funzioni non derivabili in un numero infinito di punti (ad esempio la funzione
di Dirichlet vista nel Capitolo precedente). Si puo fare di meglio e costruire una
funzione continua che non e derivabile in nessun punto del suo dominio, ma questo e
un po’ piu difficile (Weierstrass 1861).

Anche se non tutte le funzioni continue sono derivabili, & pero vero il contrario:

TEOREMA 1.11. Una funzione derivabile in un punto é anche continua in quel
punto.
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Dimostrazione. Possiamo scrivere

fleth) = fe) + LW =IO

e se prendiamo il limite per h — 0 otteniamo
lim f(c+h) = f(c) + f'(z) - 0= f(c)
h—0

e quindi la funzione é continua nel punto c.

Esercizio 1.12. Sia f(z) = 2% = {x. Esiste la derivata di f in 0?7 Stessa
domanda per la funzione f(z) = z|z| (attenzione!).

2. Regole di derivazione.

Calcolare la derivata di una combinazione di funzioni elementari non ¢ difficile,
perché il procedimento si puo ridurre all’applicazione a catena di una serie di semplici
regole.

TEOREMA 2.1. (Regole di derivazione). Siano f, g :Ja,b|— R due funzioni derivabili
nel punto x, e sia « € R. Allora f £ g, af e fg sono derivabili in x e valgono le regole
di derivazione

(f+9)(x) =f(x)£d(x),  (af)(z)=af(2),

(f9) () = f'(z)g(x) + f(z)g(x).
Inoltre, se g(x) # 0, anche il rapporto f/g é (definito e) derivabile in x e si ha

Y o = I'@9(@) - f(@)g'(z)
<g> (@) g(x)? '

Qo4

Dimostrazione. Il rapporto incrementale di f + ¢ nel punto x ¢
(flet+h)+gx+h) = (fl@)+g() _flath) = Ffl) glth)-—g)

h h h

e prendendo il limite per h — 0 otteniamo subito che f 4 g & derivabile in x e vale la
formula (f + g)'(z) = f'(z) + ¢'(x). Dimostrazione identica per f — g e analoga per
af.

Il rapporto incrementale di fg nel punto z si puo scrivere

[+ h)g(xz+h) - fe)g(x)  flz+h)glz+h)— flx)g(z+h)+ fx)g(x +h) — fz)g(x)

h h
che ¢ uguale a

In particolare,

flx+h)— f(z glx+h)—gx
= ( 2 ()-g(x+h)+f(:v)( i)z ()
Prendendo il limite per h — 0, e osservando che g(x + h) — g(x) per il Teorema 1.11,
otteniamo che fg & derivabile in x e vale la formula (fg)' (z) = f'(x)g(x) + f(x)d'(z).
Infine, se g(z) # 0, dato che g & derivabile e quindi continua in z, per la permanenza

del segno si ha g(xz 4+ h) # 0 per h vicino a 0, pertanto il rapporto 1/g(x + h) & ben
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definito. Per calcolare la derivata di 1/¢ utilizziamo direttamente la definizione: il
rapporto incrementale della funzione 1/g ¢ dato da

l( 11 ):_g(a:—kh)—g(x). 1 .
h\glz+h) g(z) h 9(x +h)g(x)’

se ora prendiamo il limite per h — 0, e ricordiamo che g(xz + h) — g(x) per il Teorema
1.11, otteniamo subito

1 ( 1 1 ) g (z)
lim — — = —-=—=.
h—0h \glx+h) g(x) g(x)?
La regola per la derivata di f/g segue immediatamente scrivendo
f 1
L—f.2
g g
e utilizzando le regole precedenti per il prodotto ed il reciproco di funzioni.
ESEMPIO 2.2. Abbiamo gia a disposizione le regole di calcolo (z) =1 e (z?) = 2z.

Per calcolare la derivata di una qualunque potenza intera f(z) = 2™ possiamo procedere
per induzione e dimostrare la formula

fl(z) = (z™) = na™ 1.
Infatti se la formula e vera per un certo n, possiamo applicare la regola per la derivata
di un prodotto a 2" =z - 2™
("t =(z-2") =1-2"+x-nz" ' = (n+1)2"

e otteniamo la formula al passo n + 1.
In realta la formula vale per qualunque potenza reale a € R:

(%) = ax®'.

Dimostreremo questa regola piu sotto (vedi I'Esempio 2.11) utilizzando i teoremi se-
guenti. Ad esempio per f(z) = /z = 2'/2 si ha

|

per f(x) =1 =2""siha

e per f(z) = 1//7 = a71/2 |
() =

(verificare).
Calcoliamo la derivata di f(x) = tgz: usando la regola per la derivata di un
rapporto otteniamo
, senx\’ cos’w + sen’y 1
CosS T cos? x cos? x

EsErcizio 2.3. a) Calcolare la derivata delle funzioni seguenti:

1 1
62" ——, —, ze”, x(e”—2), senzcosz.
x x?
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TEOREMA 2.4. (Derivata delle funzioni composte). Sia f :]a,b[— R derivabile nel
punto z, e sia g :)a, f[— R con f(]a,b]) Cla, 5[ derivabile nel punto y = f(x). Allora
la funzione composta g o f é derivabile nel punto x e vale la regola

(go f)(z) =g'(f(x))- f'(x).

Dimostrazione. Poniamo y = f(z) e definiamo per k piccolo la funzione

o(k) = {g’(y) se k=0,

g(y+k]z—g(y) se k #0

(per la precisione, questa funzione & definita per tutti i k tali che y + k €|, 8] ossia
sull’intervallo Joo — y, 8 — y[). Chiaramente ¢ & continua in k£ = 0 dato che la funzione
g € derivabile nel punto y = f(z). Inoltre vale l'identita (anche per k = 0)

9y +k) —gly) = k- (k).
Ora consideriamo il rapporto incrementale della funzione composta, di cui dobbiamo
calcolare il limite per h — 0 :

9(f(z+h)) = g(f(z))
. :
Se poniamo k = f(z + h) — f(x) e usiamo l'identita precedente abbiamo

g(f(x+h))—g(f(x)) gly+k)—gly) k ~ flz+h)— flx)
; = ; = Ecb(kr) = . o (k).

Adesso calcoliamo il limite per h — 0; allora si ha anche k = f(x + h) — f(z) — 0
(dato che f ¢ continua in 0), quindi ¢(k) — ¢'(y), e in conclusione

h—0 h
EsSEMPIO 2.5. Calcoliamo la derivata di 2%: basta scrivere 2% = €2 come funzione
composta di g(z) = €, che sappiamo derivare: ¢'(z) = €”, e f(z) = z - In2 che ¢ del
tipo cx e quindi sappiamo derivare: f’(x) = ¢ = In2. Allora si ha

(29) = ("% = ¢'(f(2))f'(x) = e*"*In2 = 2" In2.
In generale per ogni esponenziale A* abbiamo
(A*) = A"In A

che naturalmente per A = e da di nuovo la nota formula.

Molto spesso si incontrano funzioni del tipo f(z) = tg(2z), g(z) = sen (3z — 4)
eccetera: funzioni composte con una espressione lineare, cié¢ del tipo f(ax + b). In
questi casi la regola precedente da immediatamente

(flax + b)) = f'(ax +b)(ax +b) = a- f'(ax + ).
Ad esempio
2

cos(2z)’ (sen (3z — 4))" = 3cos(3x — 4).

(tg (27))" =

ESERCIZIO 2.6. a) Calcolare la derivata delle funzioni seguenti:

x2

sen (¢”), sen (%), sen?(x), sen(z?)cos(e”), e,

1 1 1
9 1+ 27 1_‘527 )
i ViTes VIS oo e
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b) Data una funzione f(z), calcolare la derivata di

z))? L sen (f(x e’ el (@)
(f(z))7, @) (f(z), fle*), :

TEOREMA 2.7. (Derivata delle funzioni inverse). Sia f : [a,b] — R continua e
strettamente crescente (o decrescente), e supponiamo che essa sia derivabile in x €|a, b|
con f'(x) # 0. Allora la funzione inversa f~! ¢ derivabile nel punto y = f(x) e vale la
regola

1
W) =5
f'(z)
Dimostrazione.  Basta considerare il caso f crescente. Indichiamo con g = f~!
I'inversa di f; vogliamo scrivere il suo rapporto incrementale nel punto y = f(x).

Dal Teorema 2.8 del Capitolo 2 sappiamo che anche g ¢ strettamente crescente. Se
chiamiamo £ l'incremento rispetto a y, la quantita

h=g(y+k)—gly)
sara diversa da zero se k ¢ diverso da zero, e vale la relazione
k= flz+h) - f(x)
(basta ricavare k dalla relazione precedente). Quindi si puo scrivere

gy +k)—g(y) h

k  fle+h) = f(2)
osserviamo adesso che al tendere di k& — 0 anche h — 0 (per continuita) e quindi
facendo il limite per k& — 0 nell’identita precedente otteniamo la tesi.

EseEMPIO 2.8. La funzione In x ¢ definita come 'inversa della funzione esponenziale
f(z) = e*. Proviamo a calcolarne la derivata usando il Teorema precedente; usiamo le
stesse notazioni dell’enunciato per maggiore chiarezza, fissiamo un punto x, poniamo
y = f(x) = €%, e calcoliamo la derivata di f~! = In nel punto y. Dato che (&%) = e?,
si ha

, 1
()'(y) = = =
Abbiamo cioeé dimostrato la regola di derivazione

1
nz) ==
(Inx) .

1
"

Consideriamo adesso la funzione arctg x che & l'inversa di f(z) = tgx. Procedendo
allo stesso modo (e ricordando la regola (tgx)' = 1/ cos? x), nel punto y = tgx si ha

(arctgy) — — , 1 1
arc = —— =cos’ T = =
o9 (tgay L+tg?r 142
dove abbiamo usato l'identita 1 + tg?z = 1/ cos? z. Abbiamo cosf la regola
1
tgz) = :

(arctg x) T2
Provate a dimostrare le regole

1 1

(arcsinz)’ = (arccosz)' = —

V1— 22 V1—122
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EsemMPIO 2.9. L’insieme di definizione di f(x) = Inxz ¢ {z > 0}. La derivata di
Inz e 1/x, e I'insieme di definizione di 1/x & {x # 0}. Sembra che la derivata di f sia
definita su un dominio piu grande del dominio di f. Possibile?

La contraddizione & solo apparente: la funzione g(x) = 1/ coincide con la derivata
di f sul dominio di f, e quindi sul dominio possiamo dire che f’ = g; invece, fuori dal
dominio di f, la funzione g non ¢ la derivata di f semplicemente perché in quei punti
f non ¢ definita e neanche derivabile. In altri termini puo accadere che f’ si possa
estendere ad un dominio piu grande di quello di f.

Possiamo anche ossevare che la funzione h(z) = In|z| ¢ definita su tutto R\ {0} ed
estende la funzione f(x) = Inz ai valori negativi di x; abbiamo subito

1
(In]z])' = = per tutti gli « # 0.
T

EsEMmP10 2.10. Qualche volta abbiamo a che fare con funzioni la cui definizione non
¢ esplicita ma implicita. Ad esempio, consideriamo la curva nel piano definita dalla
relazione

2, .2
' +y =1
Sappiamo che si tratta di una circonferenza di raggio 1 centrata nell’origine. Si puo
considerare questa curva come il grafico di una funzione? Si e no. Possiamo ad esempio

“ricavare y” ottenendo
y==+V1— a2

ma chiaramente abbiamo due possibilita. Allora potremmo dire ad esempio: spezziamo
la curva in due semicirconferenze, quella superiore ¢ il grafico di f(z) = /1 — z2, quella
inferiore ¢ il grafico di g(x) = —v/1 — 22. Date queste espressioni esplicite, possiamo
calcolare le derivate f’ e ¢’ e procedere con lo studio delle funzioni.

E se non siamo in grado di “ricavare” le funzioni? C’¢ un modo di fare qualche
calcolo anche se f ¢ data in modo implicito. Nell’esempio precedente la funzione
y = f(z) = /1 — 22 verifica

2+ [f(2))? = 1.

Se deriviamo questa identita otteniamo la relazione

2z +2f(x)f'(x) =0

da cui
T

fl(z) = @)

Ad esempio nel punto della circonferenza di coordinate (z, f(z)) = (1/v/2,1/v/2) la
derivata della funzione f vale

F1/V2) = Ve
1/V2

Vediamo quindi che si puo calcolare f’ senza esplicitare f.

Un esempio pit complesso: consideriamo la curva y = f(x) definita implicitamente
dalla relazione

2 4 2% = 3ay

(un folium di Cartesio) passante per il punto (1,1). In questo caso non possiamo
esplicitare f (e anzi per essere sicuri che la relazione definisca davvero una funzione
serve uno strumento piu avanzato: il Teorema del Dini o delle Funzioni Implicite. Per
ora diamo questo fatto per dimostrato). Quanto vale f'(1)?
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EsemP1o 2.11. Usando i teoremi precedenti e facile dimostrare la formula generale
(:L"a)/ — al‘a_l
per qualunque esponente reale a. Basta scrivere
1% = (elnaz)a — ealnx

e applicare le regole per la derivata dell’esponenziale, di una funzione composta e del

logaritmo:

(xay — (ealnx)/ — 6alna: X a(lnx)’ — ealnz . 2 — (L’Ea_l.
T

ESERCIZIO 2.12. a) Calcolare la derivata delle funzioni seguenti:

In(3z +2), In(e®+1), In(senz), =zlnz, li’
nx

arctg (z? — 1), xarctgw, arcsin(2w), arccos(3z),

T Inz

Vi+Inz T

b) Data una funzione f(z), calcolare la derivata di

In(f(z)), Af@  arctg(f(z)), flarctgz), arcsin(f(x)).

c) Sapreste scrivere una regola generale per la derivata di f(z)9®)? (Suggerimento:
scrivere f9 = e/n9),

z®,  (senz)”,

OSSERVAZIONE 2.13. Consideriamo la funzione

f() = {x4 se x>0,

2?4 axsex <0

e chiediamoci per quali valori del parametro a la funzione € continua e per quali e
derivabile. Vediamo che:

lim f(x)=0 lim f(x) =0

z—0t f( ) ’ z—0~ f< )
qualunque sia il valore di a, quindi la risposta ¢: la funzione f ¢ continua per qualunque
a € R.

Se invece vogliamo determinare per quali valori di a la funzione e derivabile, os-
serviamo subito che la domanda riguarda solo l'esistenza di f’(0) dato che negli altri
punti f e derivabile. Scriviamo il rapporto incrementale di f in 0; per incrementi A
positivi abbiamo subito

FO+h) = £(0) _ k=0
h A
per h — 0. In altri termini, la derivata destra in 0 esiste e vale 0. Per incrementi
negativi si ha invece

=h =0

f(O4+h)—f(0) h*+ah—0
h B h

per h — 07. La derivata sinistra in 0 quindi vale a, e la funzione ¢ derivabile se e solo
se a = 0.

=h*+a—a
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ESEMPIO 2.14. ATTENZIONE: questo esempio contiene un errore. Consideriamo la
funzione

r+1 sex>0,

T se x < 0.

fx) =

Calcolare la derivata di f & molto semplice: dalle regole elementari di derivazione si
ottiene subito

1 sex >0,

f@) =
1 sex<0

e quindi f e derivabile in tutti i punti con derivata costante uguale a 1. Dov’e 'errore?

ESsERrcCIz1O 2.15. Per ciascuna delle seguenti funzioni, determinare per quali valori
dei parametri esse sono continue e per quali valori sono derivabili:

et~ 1 se x>0,
flo) = ar+b sex <0

ar’lnz  sex >0,
flz)=<0 se x =0,

ce /7 sex <0

isen (22) sex >0,
fle)=497,

ar® +b sex <0

2 —ar sex >0,

/()

2 4+br sex<0
2 —ar sex>1,

€T =
1) 2> +br sex<l.
2> —ar sex > —1,

€T) =
f(@) 2 +br sex < —l.

Ricordare che derivabile = continua! Quindi é pitt comodo verificare la continuita
prima della derivabilita; se in un punto una funzione ¢ discontinua, allora non c’e
bisogno di verificare la derivabilita in quel punto, perché la funzione sicuramente non
e neanche derivabile in quel punto.

3. Applicazioni delle derivate.

Le derivate sono uno strumento molto efficace per lo studio del grafico di funzio-
ni. Data un’espressione analitica, vogliamo capire con il minimo sforzo 1’andamento
del grafico corrispondente, ossia la forma della curva che la rappresenta. Quindi ci
interessa stabilire i tratti in cui la curva e crescente e decrescente, e i punti in cui il
comportamento della curva cambia (le “creste” e le “valli”), in modo da poterla dise-
gnare almeno approssimativamente. Se la funzione che stiamo studiando modellizza
un fenomeno che ci interessa, conoscere il grafico ci permette di capire 'andamento del
fenomeno. Questi punti si definiscono come segue:
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DEFINIZIONE 3.1. Data una funzione f : [a,b] — R diciamo che un punto ¢ € |a, b
¢ di massimo (relativo) per f se esiste un § > 0 tale che

f(e) > f(z) per tutti gli z di [a,d] tali che |z —¢| <4,

ossia il valore f(c) & piu grande dei valori f(x) per z vicino a c¢. I minimi relativi di
f si definiscono in modo analogo: esiste § > 0 tale che

fle) < f(z) per tutti gli z di [a,b] tali che |z —¢| <.

EsEMPIO 3.2. In particolare, fra i punti studiati nella definizione precedente com-
paiono anche i punti di massimo e di minimo la cui esistenza ¢ garantita dal Teorema
di Weierstrass. Per distinguerli dagli altri li denominiamo massimo e minimo assoluti
di f su [a, b]; e cio che li contraddistingue € che f vi assume il valore piu grande e il piu
piccolo in confronto a tutti gli altri punti dell’intervallo. Notare che in un intervallo
[a, b] vi possono essere vari massimi e minimi assoluti, anche infiniti (ad esempio?).

EseMPIO 3.3. Bisogna fare un po’ di attenzione per rendersi conto dei vari casi
possibili. Osserviamo il grafico della funzione f : [a,b] — R, rappresentato nella figura
seguente.

a c c d d

Vediamo che i punti ¢ e d soddisfano la definizione di massimo relativo; come ci aspet-
tiamo, abbiamo due “creste” nel grafico. Analogamente, i punti ¢’ e d’ sono minimi
relativi e vediamo due “valli”. Ma notiamo che anche il punto a ¢ un minimo relativo,
mentre il punto b & un massimo relativo: e in questo caso la curva non ha lo stesso
andamento che negli altri casi.

Allora e importante distinguere i massimi o minimi “interni”, cioe che cadono
alllinterno dell’intervallo, dagli estremi a, b dell’intervallo di definizione.

Il risultato seguente mostra come i potenziali candidati nella nostra ricerca dei
massimi e minimi relativi (interni) siano esattamente i punti in cui si annulla la derivata
(ossia la retta tangente in quei punti deve essere orizzontale, vedi piu avanti):

TEOREMA 3.4. (Teorema di Fermat). Sia f : [a,b] — R una funzione, sia ¢ un punto
di massimo (o minimo) relativo interno ad [a,b], e supponiamo che f sia derivabile in

c. Allora f'(c) = 0.
Dimostrazione. Se ad esempio ¢ ¢ un minimo relativo, abbiamo la disuguaglianza

fle+h) > f(e)
valida per tutti gli h positivi o negativi abbastanza piccoli (vedi definizione). Studiamo
il segno del rapporto incrementale in c: se h > 0 abbiamo

fleth)—fle) _+

h +

> 0,
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ossia il rapporto incrementale e positivo per incrementi positivi; mentre se h < 0

abbiamo
fleth) —fle) _+ _,
h . )

ossia il rapporto incrementale ¢ negativo per incrementi negativi. Passiamo al limite
per h — 0 (il limite esiste per ipotesi). Il limite destro ¢ un numero positivo perché
il rapporto ¢ positivo, il limite destro ¢ negativo, ma i due limiti devono coincidere,
quindi il limite fa 0.

EseRrcizio 3.5. Consideriamo una funzione con un andamento simile a quello della
figura precedente. L’estremo b € un massimo relativo, ma e evidente che la derivata
in b non si annulla. Quindi & chiaro che la dimostrazione del Teorema di Fermat non
funziona in questo caso. Perché? (Qual ¢ il segno della derivata sinistra in b?)

OSSERVAZIONE 3.6. Riassumendo: se un punto (interno) ¢ di massimo o minimo
relativo, allora la derivata si annulla in quel punto; il viceversa non e vero in generale
(ad esempio la funzione f(z) = x*® ¢ strettamente crescente ma ha derivata nulla in
x = 0). In particolare, per trovare i massimi e minimi relativi di una funzione basta
calcolare gli zeri della derivata, e poi esaminarli uno ad uno per distinguere i massimi
dai minimi (e quelli che non sono né massimi né minimi).

Ancora un po’ di terminologia: un punto ¢ in cui la derivata f’(c) si annulla si
dice anche punto critico per la funzione f. Un punto critico ¢ tale che f(x) > f(c)
per x > ce f(x) < f(c) per x < ¢ (o viceversa) si chiama anche punto di flesso (a
tangente orizzontale). Ad esempio, f(z) = z* ha un flesso in = = 0.

Il Teorema di Fermat afferma semplicemente che un massimo o minimo relativo
interno all’intervallo di definizione € necessariamente un punto critico. Viceversa, un
punto critico puo essere un punto di massimo, o di minimo, o di flesso. Ma vi sono anche
altri casi possibili. Sapreste dare un esempio di punto critico che non ¢ né massimo né
minimo né flesso? (Basta un disegno).

TEOREMA 3.7. (Teorema di Rolle). Sia f : |a,b] — R una funzione continua, e
supponiamo che essa sia derivabile sull'intervallo aperto |a,b[. Se f(a) = f(b), allora
esiste un punto ¢ €a, b| nel quale f'(c) = 0.

f'(c) =0
A
fla) = f(b)
a c
Dimostrazione. Il Teorema di Weierstrass ci assicura che f assume massimo e

minimo su [a, b], quindi esistono due punti ¢ e d in [a, b] tali che

fle) < flx) < f(d)

per ogni x € [a,b]. Se almeno uno dei due punti ¢ interno all’intervallo, applicando il
Teorema di Fermat otteniamo che la derivata vi si annulla. Se invece sia ¢ che d cadono
agli estremi, abbiamo
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e questo significa che la funzione f ¢ costante. Allora f'(x) = 0 in ogni punto e
possiamo scegliere come ¢ un qualunque punto di ]a, b].

TEOREMA 3.8. (Teorema di Lagrange o del Valor Medio). Sia f : [a,b] — R una
funzione continua, e supponiamo che essa sia derivabile sull’intervallo aperto |a,b].
Allora esiste un punto ¢ €|a, b[ nel quale

fe — [0 = fa)

b—a

a C b

Dimostrazione. Sia g(z) la funzione definita nel modo seguente:

Tr—a

o(w) = (@) = T [F(B) ~ f(@)]

Allora g verifica le ipotesi del Teorema di Rolle: e continua sull’intervallo chiuso,
derivabile su quello aperto, e inoltre g(a) = g(b) (verificare!). Quindi, per il teorema,
esiste un punto ¢ in cui ¢’(¢) = 0. Calcoliamo la derivata di g: si ha

g'(x) _ f/(SC) - f(b) — f(a>

b—a
e quindi se ¢’(c) = 0 si ottiene la tesi.

Il Teorema di Lagrange ci fornisce un utile criterio per stabilire se una funzione e
crescente o decrescente, uno degli strumenti piu importanti nello studio di funzioni:

TEOREMA 3.9. Sia f : [a,b] — R una funzione continua, e supponiamo che essa sia
derivabile sull’intervallo aperto |a,b[. Valgono le seguenti proprieta:

f'(x) > 0 per ogni x €]a, b[ se e solo se f é crescente su [a, b];

f'(x) <0 per ogni x €]a, b[ se e solo se f & decrescente su [a, b];

f'(xz) = 0 per ogni x €]a, b[ se e solo se f ¢ costante su [a, b].

Dimostrazione. Consideriamo il primo caso. Vogliamo dimostrare anzitutto che, se
f' >0, presi due punti qualunque ¢ < d interni ad [a, b], si ha f(¢) < f(d). Applichiamo
il Teorema di Lagrange a f sull’intervallo [c, d]; otteniamo che esiste un punto p interno
all’intervallo [c, d] nel quale

rp =11

Sappiamo che f’(p) > 0, quindi il rapporto al secondo membro ¢ positivo. Moltipli-
cando per d — ¢ (> 0) otteniamo

f(d) = f(e) >0

cioe la tesi.
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Mostriamo il viceversa: sia f crescente, consideriamo il suo rapporto incrementale
in un qualunque punto x
fl@+h)— f(z)

h

e notiamo che numeratore e denominatore hanno lo stesso segno per qualunque valore
di h. In altri termini, il rapporto incrementale ¢ sempre positivo e ne segue che anche
il suo limite, cioe f'(x), deve essere positivo.

La dimostrazione nel caso f’ < 0 & identica. Nel terzo caso, se f'(z) = 0 per ogni
x allora dal primo caso otteniamo che f & crescente mentre dal secondo caso abbiamo
che f e decrescente, e in conclusione f deve essere costante. Viceversa, se f e costante
il rapporto incrementale ¢ identicamente nullo e otteniamo f’ = 0 in ogni punto.

OSSERVAZIONE 3.10. Notiamo che se f e derivabile e strettamente crescente, non e
detto che sia f/(x) > 0 in tutti i punti. Ad esempio f(x) = 23 ¢ strettamente crescente
(verificare) ma f’(0) = 0. Perd in questo esempio f’ si annulla solo in un punto, e
in un certo senso questa e la situazione tipica. Piu precisamente, consideriamo una
funzione f :Ja,b|— R derivabile; allora f ¢é strettamente crescente <= f'(x) >0 in
ogni punto, e non succede mai che f' ristretta ad un intervallo sia la funzione nulla.
Risultato analogo per funzioni decrescenti.

Sapreste dimostrarlo? (Sia in un verso che nell’altro sappiamo gia che f & crescente,
quindi dire che f non e strettamente crescente equivale a dire che ¢ costante su un certo
tratto....)

OSSERVAZIONE 3.11. Supponiamo che f : [a,b] — R sia continua su [a, b], derivabile
su (a,b) e che la derivata di f sia limitata, cioe esista una costante C' tale che |f'(z)| <
C per tutti gli x. Allora f e lipschitziana di costante C. Infatti presi due punti
x,1y qualsiasi il Teorema di Lagrange applicato all’intervallo di estremi z,y garantisce
I’esistenza di un punto c tale che

ne segue
Y

da cui
|f(z) = f(y)] < Clz —yl.

EseEmpio 3.12. Consideriamo una funzione f : A — R definita come segue: A ¢
I'unione dei due intervalli (1,2) e (3,4), e f ¢ data da

)1 sexe(1,2),
J(x) = {2 se x € (3,4).

La derivata di f e nulla in tutti i punti, come si verifica immediatamente. Ma f non e
costante. Perché non c¢’e contraddizione con il Teorema precedente?

EsEmP1O 3.13. Considerate con attenzione i due esempi seguenti.
La derivata di f(x) = arcsinx + arccosz &

gL 1
V1—2a? 1 —a? ’

qualunque sia x. Ne segue che f ¢ costante: f = C. Quanto vale C7 (Calcolare ad
esempio f(0)).
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La derivata di g(x) = arctgx + arctg (%) e

/

1 1 1
g = 0.

T lva? 2214 %

Possiamo dire anche in questo caso che g e costante? Provate ad esempio a calcolare
g(1) e g(—1). Che succede?

EseEMPIO 3.14. Possiamo finalmente verificare in modo semplice alcune proprie-
ta delle funzioni elementari: ad esempio e*, Inz, arcsinz, arctgz sono strettamente
crescenti (derivata strettamente positiva), arccosx e strettamente decrescente, e cosi
via.

Ad esempio studiamo f(x) = A%, A > 0:

fi(x) = A%In A

quindi A* & strettamente crescente se In A > 0 cioe A > 1, strettamente decrescente se
A<l

EsEMPIO 3.15. Piu in generale lo studio degli intervalli di crescenza e decrescenza
di una funzione e, assieme allo studio dei massimi e minimi relativi, uno dei mezzi piu
efficaci per tracciarne il grafico. Studiamo ad esempio 'andamento della funzione

f(z) = 32" — 4x.

La funzione ¢ ben definita e continua per tutti gli x € R. La sua immagine ¢ un
intervallo, e dato che
lim f(x)= 400,

r—F00

abbiamo subito che I'immagine di f ¢ tutto R. La derivata
fl=92" -4

si annulla per x = 3/2 e x = —3/2. Questi sono gli unici punti che possono essere
massimi o minimi relativi di f (tuttii punti del dominio sono interni al dominio). Come
fare a distinguere i massimi dai minimi? Il modo piu generale (e spesso anche il piu
semplice) ¢ determinare gli intervalli di crescenza e decrescenza di f. Ad esempio se in
csiha f'(¢) =0, e la funzione f cresce per x < ¢ e decresce per x > ¢, necessariamente
¢ € un punto di massimo. Nel nostro esempio

3 3
fl2) =922 —4>0 <= x> 5 oppure x < —g5
mentre
/ 2 3 3
flx) =92 -4 <0 <~ —§§x§§.
Pertanto, = 3/2 ¢ un punto di minimo e x = —3/2 un punto di massimo. Abbiamo

elementi sufficienti per disegnare il grafico (dopo aver calcolato quanto vale f in x =
+3/2 in modo da collocare nel grafico il punto di minimo e di massimo).
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4,

-4t

OSSERVAZIONE 3.16. (Studio di funzioni). Riassumiamo i passi principali per
impostare lo studio del grafico di una funzione f(z):

1) Stabilire I'insieme di definizione. Nella quasi totalita dei casi si tratta di una
unione di intervalli. Stabilire l'insieme dei punti in cui f & continua (I'insieme di
continuita di f). Per una funzione ottenuta come combinazione di funzioni elementari,
vi saranno solo alcuni punti singolari, di solito in numero finito, e in tutti gli altri punti
f sara continua.

2) Stabilire eventuali simmetrie di f(z): se & pari, ossia

f(=z) = f(x)

e in questo caso il grafico ¢ simmetrico rispetto all’asse delle ordinate; oppure se e
dispari, ossia

f(=2) = —f(z)

e in tal caso il grafico ¢ simmetrico rispetto all’origine degli assi. Puo essere inoltre
molto utile (ma non sempre facile) stabilire gli eventuali zeri di f e gli insiemi dove
f>0ef<O.

3) Calcolare i limiti di f agli estremi degli intervalli di definizione (che possono
essere anche i limiti per x — +00). Questo consente di determinare gli eventuali
asintoti verticali, ossia i punti ¢ € R in cui f tende a 4+00, o se la funzione abbia
un asintoto orizzontale, termine usato per indicare che esiste finito il limite di f per
r — 400 (0 z — —00).

4) Determinare l'insieme dei punti in cui la funzione ¢ derivabile (I'insieme di de-
rivabilita di f) e naturalmente calcolare la derivata f’. Valgono le stesse osservazioni
che per 'insieme di continuita.

5) Determinare i punti critici f’(¢) = 0. Tra questi si nascondono i massimi e
minimi relativi di f; per determinarli il modo piu semplice & proseguire lo studio del
segno di f’ e determinare gli intervalli su cui f’ > 0 (intervalli di crescenza) e quelli
su cui f/ < 0 (intervalli di decrescenza). Ora sia ¢ un punto critico: se f ¢ crescente
per x < c e decrescente per x > c¢, il punto deve essere un punto di massimo; se f e
decrescente per x < ¢ e crescente per x > ¢, il punto deve essere un punto di minimo;
se cresce (o decresce) sia prima che dopo, ¢ € un flesso.
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5) Gli elementi precedenti consentono quasi sempre di individuare ’andamento del
grafico. Se fosse necessario uno studio piu approfondito si puo ricorrere alle nozioni
del paragrafo seguente e determinare gli intervalli di convessita e concavita di f, ossia
gli intervalli in cui f” & positiva o negativa. Un altro elemento utile & la presenza di
asintoti obliqui: diciamo che f(z) per z — 400 ¢ asintotica alla retta ax + b se si ha

li — =
Jim [f(z) = (az +0)] =0
¢ una definizione analoga si ha per + — —oo. E facile ricavare i coefficienti a e b:
dividendo per x si ottiene subito

. f(@) by, _
Am et l=0
da cui
a= lim M

r—+o0o I
Chiaramente, dopo aver ricavato a, il valore di b si ottiene subito come
b= lim [f(z)— az].

T—-+00

Notare che per dimostrare ’esistenza di un asintoto obliquo non é sufficiente dimostrare
che @ tende ad un limite finito a (ad esempio f(z) = Inz soddisfa f/z — 0 ma non
ha un asintoto); bisogna dimostrare che f — (ax+b) — 0, e quindi, seguendo il metodo
precedente, si devono calcolare sia a che b ottenendo due limiti finiti.

EsEmMmP1O 3.17. Studio della funzione

erl/z
flz) =L 1+e'/*
0 se x = 0.

se x # 0,

La funzione e definita su tutto R e non ha simmetrie. Vediamo subito che f > 0 per
x>0e f <0perx<0,elunico zero di f & x = 0. Sicuramente continua e derivabile
per x # 0; controlliamo in 0. Scrivendo

1/x

xre T

1+el/lz ez 41

otteniamo facilmente

lim f(z)= lim f(z)=0

x—07F x—0~
e quindi la funzione ¢ continua anche in 0. Per la derivabilita in 0 scriviamo il rapporto
incrementale
f(h+0)—f(0) e/
h 1 +4el/n
e otteniamo che il limite destro in 0 vale 1, il limite sinistro vale 0, quindi f ha derivata
destra e sinistra in 0 diverse: non ¢ derivabile in 0. Per z # 0 invece possiamo scrivere

Jd4etr—1/x
(1 + 61/:1:)2

che ¢ sempre positiva (basta usare la disuguaglianza e* > 1 + z) quindi f ¢ sempre
crescente. I limiti all’infinito sono

f/ — 61/

lim f(x) = +o0.

r—F00
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Quindi non ci sono asintoti orizzontali o verticali. Osservando che
el/z 1
f(x)

Tltee TR
per x grande, sorge il sospetto che vi sia un asintoto obliquo ax + b per x — +o0.
Infatti per x — 400
1/z
fl@) e 1
x 1+el/z 2

dacuia=1/2 ¢

fa) zet/*—1 lelr—1 1 1

T)—ar=—-——— == -
2el/*+1 2 1/z eV/*+1 4

sempre per x — —+00, da cui b = 1/4. Anche per z — —oo ¢’¢ un asintoto obliquo,
determinarlo per esercizio.

0.2

0.15¢

~0.8 -0.6 -0.

EseErcizio 3.18. Studiare le seguenti funzioni determinando quanti piu elementi
possibile e tracciandone un grafico approssimativo. Piu precisamente: determinare gli
insiemi di definizione, di continuita e derivabilita; il segno della funzione; i limiti agli
estremi degli intervalli che compongono l'insieme di definizione; ’eventuale presenza
di asintoti orizzontali, verticali o obliqui; calcolare la derivata; determinare gli zeri
della derivata, gli intervalli di crescenza e decrescenza, e i massimi e minimi relativi
(e assoluti). Con questi elementi si puo tracciare il grafico della funzione; in qualche
caso informazioni piu precise si ottengono calcolando la derivata seconda e trovando
gli intervalli di convessita (derivata seconda positiva) e concavita (derivata seconda
negativa); per quest’ultimo punto si veda il paragrafo successivo.

(x —3)? x 1 22-2z-3 1 1 1
o1 221 T z 7 o+l zt2
clnz, zhnlz], z+In(/|z]+3) ° Iz (no)”

’ ’ " olnz’ ox x
e VT (2 —x)e/ ) ﬂ, ez, ge ™, %, #,

x elr e/r+1

2 ol 2™ a(lnlz| - 1), 2*(njz|-1), 2VF, Mo
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V2—-322, z—+b—x x—V2r— 12 Il, VI — /3 -,
\/ = —

1 1
senx —cosx, tgx+cosx, arctg (—) , arctg (a: — —) ,
T x

1 1
x —arctgV1 —x, arctg(l—e), arctg ( - |x|) ,

Y
T arctgx

1—x2

r? — 4 — In(2|z]), ; o (—z—a?el U =1 — |z — 4],

1 1
B a7 2w 43223 Va?—6x, x—[x]. — [—}, [ll].

[ L=

EseRrcizio 3.19. Una applicazione molto utile delle derivate ¢ per la dimostrazione
di alcune disuguaglianze. Ad esempio, per dimostrare che e* > 1+ x per qualunque z,
e sufficiente dimostrare che la funzione

fl@)=¢" —(1+u)
& sempre positiva. Abbiamo
f(z) =€ —1,
quindi f e crescente per x > 0; dato che f(0) = 0, otteniamo subito f(x) > 0 per ogni
x > 0. Inoltre vediamo che f e decrescente per x < 0. In altri termini, x = 0 & un
punto di minimo della funzione f. Dato che f(0) = 0, abbiamo dimostrato che f &

sempre positiva.
Usando idee simili, dimostrare le disuguaglianze

Inz<xr—1 Vx>0,
senz <z V€ [0,7/2],

2
senz > —x  Va € [0,7/2],
m

2
cosx >1-— % Ve € [-m/2,7/2).

EsErc1zio 3.20. Studiare la funzione
flz) =

e determinarne il grafico. Notare che f non & definita su tutto R. E possibile estendere
f a una funzione continua definita su tutto R? E a una funzione derivabile definita su
tutto R?

Stesse domande per la funzione

sen T

xlnx perz >0,
flz) =19 ,
¥ —x perx <0
e per la funzione
22Ilnz  per z > 0,
€Tr) =
/(@) {el/x per z < 0.
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OSSERVAZIONE 3.21. Quando si studiano funzioni definite a tratti, il seguente cri-
terio € molto utile per stabilire se una funzione e derivabile in un punto “cattivo”
circondato da punti “buoni”:

Sia xy € (a,b) e f: (a,b) = R una funzione contnua su (a,b) e derivabile su (a,xq)
e su (zg,b). Supponiamo che esista il limite

lim f'(z) = L.

T—rT0
Se L ¢ finito, allora f é derivabile anche in x¢ e f'(xq) = L. Se invece L ¢é uguale a
+00 0 —00, allora f(x) non é derivabile in x.

La dimostrazione ¢ semplicissima: scriviamo il rapporto incrementale di f e appli-

chiamo Lagrange sull’intervallo fra z¢ e xqg + h:
f(@o + h) — f(xo)
5, = f'(y)
dove y € un certo punto compreso fra xy e o + h. Dato che quando h — 0 si ha anche
Yy — T, possiamo scrivere

h—0 y—x

e da qui otteniamo subito la tesi.
Lo stesso argomento ci dice che se esiste finito il limite destro (o sinistro) di f’ in
xq allora esso coincide con la derivata destra (o sinistra) di f in z.
Esempio: la funzione
e*—1 x>0,
flx) =40 z =0,

r—1x2 x<0.

¢ continua su tutto R (perché?), inoltre & chiaro che
f'(x) =€ per z > 0, f'(z) =1—2x per z < 0.

Vediamo che limite destro e sinistro di f’ in 0 esistono e sono uguali a 1. Ma allora per
il criterio appena visto la funziione ¢ derivabile anche in x = 0 e la derivata ¢ uguale
al limite cioe f'(0) = 1.

4. Convessita e derivate di ordine superiore.

Quasi tutte le funzioni che abbiamo studiato hanno una proprieta molto forte,
che finora non abbiamo sfruttato: sono conwvesse o concave a tratti. Introduciamo il
concetto di convessita.

DEFINIZIONE 4.1. Una funzione f : [a,b] — R si dice convessa se per ogni coppia
di punti z,y € [a,b] e ogni t € [0, 1] vale la disuguaglianza

(4.1) F((L =tz +ty) < (A=) f(x) +f(y).

f si dice concava se — f ¢ convessa.

OSSERVAZIONE 4.2. Per interpretare geometricamente la definizione di convessita,
consideriamo due punti x < y nel dominio di f e i corrispondenti punti del grafico di
fossia P = (z,f(z)) e @ = (y, f(y)). Il segmento che unisce P e @ si chiama anche
la corda del grafico di f fra z e y. E facile descriverla analiticamente: infatti la retta
passante per P e Q ha equazione parametrica ¢(t) = (1 —t)(x, f(z)) + t(y, f(y)) ossia

o) = (1 =tz +ty, (L =) f(2) +1f(y)) teR,
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Z—XT
y—x

z=(1—-t)z+ty t=

e quindi i punti della corda si ottengono per 0 < ¢ < 1. Il numero
z=(1—-t)z+ty, 0<t<1

¢ un qualunque numero compreso fra = e y, e la definizione (4.1) dice semplicemente
che: dato un qualunque punto z intermedio fra x e y, il punto (z, f(z)) del grafico di
f si trova sempre al di sotto della corda fra = e y.

OSSERVAZIONE 4.3. La definizione di convessita si puo enunciare anche in un altro
modo equivalente. Ricavando il valore di ¢ da z = (1 — t)z + ty si ottiene subito

Z2—x T
t — 5 ]_ — t e
y—x y—x
e quindi (4.1) equivale a: per tutti i punti x < z < y nel dominio di f si ha
y—2z Z2—x
< + .
10 < L2 5w + =2 1)

Moltiplicando per y — z e semplificando, questa disuguaglianza si scrive anche cosi: per
tutti i punti z < 2z < y nel dominio di f si ha

(4.2) )= 1@ _ fw) = 1)

z—x y—z

Dato che questi due rapporti esprimono la pendenza (coefficiente angolare) della corda
fra x e z e della corda fra z e y, un altro modo geometrico di definire la convessita ¢ il
seguente: una funzione f : (a,b) — R é convessa se e solo se, dati tre punti z < z <y
qualunque in (a,b), la pendenza della corda fra x e z € minore o uguale alla pendenza
della corda fra z ey.

Se f ¢ derivabile, si puo dare una caratterizzazione alternativa molto semplice delle
funzioni convesse:
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f(2) = f(@) _ ) = £(2)
2= B Yy—z

TEOREMA 4.4. Sia f : [a,b] — R continua su [a,b] e derivabile su ]a,b[. Allora f é
convessa se e solo se [’ ¢ crescente.

Dimostrazione. Sia f convessa. Prendiamo x,y tali che a < z < y < b, e notiamo
che se h > 0 e abbastanza piccolo si ha anche a < z < x4+ h <y <y+h < b.
Consideriamo le tre corde del graficodi f daxaxz+h,daxz+hay edayay-+h;
per quanto visto sopra, la pendenza della prima corda ¢ minore o uguale alla pendenza
(della seconda corda e quindi) della terza corda:

flet+h) = fx) _ fly+h) = fy)
h - h '
Se ora mandiamo h — 0% in questa disuguaglianza otteniamo f'(x) < f’(y) ossia f’ &
crescente.

Viceversa, sia f’ crescente. Presiz, z,y cona < x < z < y < b, vogliamo dimostrare
la disuguaglianza (4.2) ossia

1) = @) _ [~ 1)

Z—x B Yy—z

Per il Teorema di Lagrange, esiste un punto ¢ € (z,z) tale che il primo rapporto
incrementale ¢ uguale a f’(c), ed esiste anche un punto d € (z,y) tale che il secondo
rapporto incrementale ¢ uguale a f’(d); ma essendo ¢ < d si ha f'(¢) < f'(d) e quindi
la disuguaglianza ¢ dimostrata.

Una ulteriore caratterizzazione si ha utilizzando la derivata seconda di f. Introdu-
ciamo il concetto di derivate di ordine superiore:

DEFINIZIONE 4.5. Sia f :]a,b[— R derivabile, e consideriamo la funzione derivata
f:Ja,b[— R. Se f" ¢ a sua volta derivabile, diciamo che f ¢ due volte derivabile, e
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chiamiamo la derivata di f’ la derivata seconda di f, indicata con f” oppure D?f o
anche con f%;.

E chiaro che si puod procedere allo stesso modo e, quando possibile, definire la
derivata terza f”, la derivata quarta f®*), e in generale la derivata n-esima f™ (notare

il cambiamento di notazione a partire dalla derivata quarta).

TEOREMA 4.6. Sia f : [a,b] — R continua; supponiamo inoltre che essa sia due
volte derivabile su |a,b[. Allora f é convessa se e solo se f"(x) > 0 per ogni x €|a, b|.

Dimostrazione. Dal Teorema precedente abbiamo subito: f convessa se e solo se
f' crescente se e solo se (f') = f" > 0.

OSSERVAZIONE 4.7. Per una funzione f derivabile, esiste una seconda proprieta
equivalente alla convessita: f € convessa se e solo se il grafico di f giace tutto al di
sopra delle rette tangenti al grafico. In formule, se ¢ € un punto qualunque del dominio,
si deve avere per tutti gli

f(@) = fle) + f(e)(z — o).

Geometricamente la proprieta ¢ evidente; ma sapreste dimostrarla?

EsErcizio 4.8. a) Calcolare la derivata seconda e terza delle funzioni
TR R A
senx, cosz, tguw;
T 2e”

—, Inz, €', x7.

x
Calcolare la derivata centesima di x'%. E la derivata n-esima di 2"? e quella (n +
1)-esima di 2?7 E la derivata centesima di senz?

b) Trovare gli intervalli di convessita e concavita delle funzioni

00

—x2

22 =2z, xlnz, ' —23—32% e

c¢) Sia f due volte derivabile con f, f’, f” continue. Se in un punto ¢ si ha f’(c) =0,
f"(c) > 0 allora ¢ & un punto di minimo. (Per la permanenza del segno, f”(x) > 0 vicino
a ¢, ossia f & convessa; ma allora per 1’Osservazione 4.7...). Trovare una condizione che
garantisca 1’esistenza di un massimo.

d) Sia f : [a,b] — R continua e convessa. Dov’¢ il suo punto di massimo?

e) Imitando la dimostrazione della formula di Newton per la potenza di un binomio,
dimostrare la formula di Leibniz per la derivata n-esima di un prodotto:

N~ () po) )

(fo)™ = <m>f g .
k=0

5. Il Teorema di de I’Hospital-Bernoulli

Uno strumento molto potente per calcolare i limiti di forme indeterminate del tipo
0/0 e co/oo (e anche di altro tipo) ¢ il Teorema di de I’'Hospital. Premettiamo un
risultato che ci servira per dimostrarlo:

TEOREMA 5.1. (Cauchy) Siano f,qg : [a,b] — R due funzioni continue su |a,b] e
derivabili su (a,b). Supponiamo inoltre che g'(x) # 0 per ogni x € (a,b). Allora esiste
un punto ¢ € (a,b) tale che

- fb) = f@) _ f(o)
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OSSERVAZIONE 5.2. Notare che nella formula (5.1) il secondo membro sicuramente
¢ ben definito, infatti ¢’(z) # 0 per ipotesi e la divisione si puo fare. E a primo membro,
chi ci assicura che il denominatore sia diverso da 07 Facile: se fosse g(b) = g(a), per
il Teorema di Rolle dovrebbe esistere un punto dentro l'intervallo (a,b) in cui ¢’ si
annulla, ma per ipotesi sappiamo che questo non accade, e quindi possiamo essere

sicuri che g(b) — g(a) # 0.
Dimostrazione. Consideriamo la funzione
h(z) = f(x)[g(b) — g(a)] — g(z)[f(b) — f(a)].

Verifichiamo subito che h soddisfa tutte le ipotesi di Rolle: & continua su [a, b] (somma

di funzioni continue moltiplicate per costanti), & derivabile su (a,b) (stesso motivo), e
inoltre h(a) = h(b): infatti

h(a) = f(a)lg(b) — g(a)] = g(a)[f(b) = fla)] = f(a)g(b) — g(a)f (D),
h(b) = f(0)lg(b) = 9(a)] = g(O)[f(b) = f(a)] = f(a)g(b) —

) —g(a) f(b).
Ma allora sappiamo che ¢’¢ un punto ¢ € (a,b) tale che h'(c) = 0, ossia
W(e) = f(e)lgb) — g(a)] — g'()[f(b) — f(a)] =0

da cui segue subito la formula (5.1).

Passiamo ora al risultato principale. Supponiamo di dover calcolare il limite di una
forma indeterminata del tipo 0/0 (vedi pit avanti per il caso co/00), ossia un limite di
un rapporto f(z)/g(x) quando sia f sia g tendono a 0: ad esempio,

flx)  e*—1

g(x)  senx

per x — 0. Consideriamo invece il rapporto delle derivate di f e g:

flle) (" =1 e

g(z)  (senz)  cosz’

Il Teorema di de 'Hospital afferma che, se questo secondo limite esiste, allora esiste
anche quello di partenza f/g e il risultato é lo stesso:

517_1 (E_l/ x
lim6 :limu:lim ¢

=1.
20 senx  =—0 (senx)’  =—0cosw

Fate molta attenzione: questa tecnica si puo applicare esclusivamente nel caso di forme
indeterminate 0/0 (o oco/o0), altrimenti si ottengono risultati assurdi (e sbagliati):
considerate ad esempio i limiti

x sen "z cos T
fa) P

lim =0, lim = lim

=1.
z—0 g(x) x—0 eT z—0 g’(x) x—0 e%

TEOREMA 5.3. (de I’Hospital) Siano f, g : [c,b] — R due funzioni continue tali che

fe) =glc) =0.
Inoltre supponiamo che f e g siano derivabili su (c,b) e che g(x) # 0, ¢'(z) # 0 per
ogni x € (¢, b). Infine supponiamo che esista il limite (finito o infinito)

lim f'(z)

z—ct g/ (.I') ’
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Allora esiste anche il limite di f/g per x — ¢*, e i due limiti coincidono:

lim @ = lim f’(x)
z—ct g(.’L‘) z—ct g’(x)

Dimostrazione. Basta applicare in modo astuto il teorema precedente. Sia a, una
qualunque successione dentro (¢, b) che converge a c. Dato che f(c) = g(c¢) = 0 possiamo

scrivere

flan) _ flan) = £(0

g(an) g(an> - g(C)
e poi possiamo applicare il Teorema di Cauchy sull’intervallo [c,a,]; otteniamo che
esiste un punto in (¢, a,), che chiamiamo b,, (dipende da n), con la proprieta

f(an) _ f(an> — f(C) _ f,(bn)
g(&n) g(an) - g(C) gl(bn) .
Notare che la successione b,, ¢ compresa fra ¢ e a,, quindi anche b, — c*.

Ora usiamo l'ipotesi che f’/g’ converge ad un certo limite L (oppure +oo) per
x — ¢T; per il Teorema ponte, anche f'(b,)/g'(b,) converge allo stesso limite, e dalla
formula (5.2) vediamo che anche f(a,)/g(a,) converge allo stesso limite. Dato che
la successione a,, ¢ qualunque, sempre per il Teorema ponte possiamo concludere che
anche f/g tende allo stesso limite per z — ¢*.

(5.2)

OSSERVAZIONE 5.4. E ovvio che il teorema precedente vale anche se z — ¢, e
quindi anche se studiamo limiti per x — c¢. Ma vi sono numerose altre varianti, tutte
piuttosto utili per calcolare i limiti di forme indeterminate di vario tipo. Vediamone in
dettaglio una nella quale si studiano limiti del tipo x — +00 (0  — —o0, ¢ lo stesso).

TEOREMA 5.5. (de I’'Hospital, versione 2) Siano f,g : [a,4+00) — R due funzioni
continue tali che
S S) = B, 0@ =0
Inoltre supponiamo che f e g siano derivabili su (a,+00) e che g(x) # 0, ¢'(x) # 0 per
ogni x € (a,+00). Infine supponiamo che esista il limite (finito o infinito)
/

T—+00 g’(qj) ’

Allora esiste anche il limite di f/g per x — 400, e i due limiti coincidono:

lim /(@) = lim f(z)

stoo g(z)  atoo g(z)

Dimostrazione. La maniera piu semplice di dimostrare il teorema e ricondursi alla
versione precedente. Anzitutto notiamo che per calcolare i limiti quando x — +oo,
¢ sufficiente utilizzare i valori di f e g per x > 0; quindi possiamo tranquillamente
supporre a > 0. Poniamo A = 1/a e definiamo due nuove funzioni F,G : [0, A] — R
come segue:

1 1
- < A = <A
f(x) se )0 <z <A, Glz) = g(x) se )<z <A,

0 se x =0, 0 se x = 0.

F(x) =

Notare che F' ¢ continua su [0, A]; questo ¢ evidente nei punti z > 0 (composizione di
funzioni continue) mentre per x = 0 si ha F(0) =0 e

1
lim F(x)= li — | =1l =0
i Flo) = i () = 110
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per ipotesi. Stesso discorso per G. Inoltre F, G sono derivabili su (0, A) (composizione
di funzioni derivabili) e si ha

- () 1) ()

e analogamente per (G; in particolare G’ # 0. Notiamo anche che

Fy) _ ['(1/y)
G'y) g (1/y)
(i fattori —1/y? si semplificano!) e quindi il limite

F/ / 1 /
y—0t G'(y)  y—ot ¢'(1/y)  a—+o0 g'(x)
esiste, per ipotesi. Ma allora possiamo applicare il Teorema di de ’'Hospital nella prima

versione e concludere che anche il limite di F//G esiste e coincide con il precedente:
F'(y) _ o FW)

lim

= lim
y—ot G'(y)  y—=ot+ G(y)

il che vuol dire precisamente

lim f(z) = lim m
T—+00 g’(a:) z—+o0 ¢ :(:)

Un’altra variante utilissima del Teorema di de I’Hospital riguarda le forme indeter-
minate del tipo co/oo:

TEOREMA 5.6. (de [’Hospital, versione 3) Siano f,g : (¢,b] — R due funzioni
continue tali che

f(x) = 400, g(x) = o0 per x — ct.

Inoltre supponiamo che f e g siano derivabili su (c,b) e che g(x) # 0, ¢'(z) # 0 per
ogni x € (¢, b). Infine supponiamo che esista il limite (finito o infinito)

P AC)

T—ct g/ (I‘) '

Allora esiste anche il limite di /g per x — ¢*, e i due limiti coincidono:

lim @ = lim f’(x)
z—ct g(.’L‘) z—ct g’(x)

Omettiamo la dimostrazione (ci si riconduce ai casi precedenti con astute trasfor-
mazioni). Notiamo pero che il teorema vale anche se una o tutte e due le funzioni
tendono a —oo, se i limiti sono da sinistra ossia  — ¢~, e se i limiti sono per x — +o00
oppure x — —00.

EseEmPIO 5.1. Vediamo che succede applicando 1’Hospital allo studio di alcuni limiti
notevoli:

. senx .. (senz) . cosx
lim = lim = |lIm =1
z—0 I z—0 (x)’ z—0 1
oppure
et —1 et — 1Y e*
lim = lim ( ) = lim =1



5. IL TEOREMA DI DE L’HOSPITAL-BERNOULLI 29

o anche, usando de I'Hospital due volte,

l—cosz . (1—cosx) .. senx .. (senz) . cosx 1
- - % = lim —— = lim = lim =
z—0 1’2 x—0 ({L‘z)/ z—=0 2x z—0 (2$)’ x—0 2

O |

Nel caso o0o/oco abbiamo ad esempio

) e ) ez !/ ) x
lim — = lim (e?) = lim — =400
r—+oo T T—+00 [L’)’ T—+00

xT

eccetera.

Un dubbio frequente: perche nel capitolo sui limiti abbiamo perso tempo a calcolare
i limiti notevoli di *2** e di =1 quando bastava aspettare un po’ e usare il Teorema
di de 'Hospital che rende le dimostrazioni cosi semplici?

Risposta: per dimostrare che

(5.3) (") =e”
abbiamo utilizzato proprio il limite notevole
T—1
(5.4) lim &~ =1,
x—0 x

Se ora usassimo ’Hospital per dimostrare il limite notevole, avremmo solo dimostrato
che (5.3) e (5.4) sono equivalenti, ma in effetti non avremmo dimostrato nessuna delle
due proprieta (potrebbero essere equivalenti ma tutte e due false...). Stesso discorso
per *% e altri limiti calcolati “a mano” in precedenza.

EseEMPIO 5.2. Possiamo usare il metodo anche per forme indeterminate del tipo
0 - co: ad esempio scriviamo

. o Inzx
lim z-lnz = lim —
z—0t z—0t P

e quindi ora dobbiamo studiare una forma del tipo co/oc; applicando de 1'Hospital
Inz) 1
i B g T

z—0t (l) z—=0t — z—=0t X
T x

Simbolicamente, il trucco consiste nello scrivere

00
O'OO:I oppure = -
oo 0
Vi sono parecchie altre applicazioni di questa tecnica. Ne menzioniamo solo una: per
studiare una forma del tipo oo scriviamo (simbolicamente!)
In(o0)
1

0 0-In(c0) _ e

X" =e€

EsEMPIO 5.3. Calcolare il seguente limite.

. e —1—=x
(1)

Usiamo il Teorema di de I'Hospital in versione base. Ovviamente f(z) = e* —1—z,
g(z) = 2% Quindi per z # 0
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e 'ultima D'espressione ammette limite per x — 0. Concludiamo che

r _ 1 _ / T __
lim(u):lilrnf(I):hm6 1:1.

z—0 2 z—0 g’(aj) z—0 2x 2

EseErcizio 5.4. Calcolare, se esistono, i seguenti limiti.
arctg (a2 In(l —2) — 2 L
lim ﬁ , lim L lim zev®

e—0t  xlnx =0  —cos(x) T a0t

CONTROESEMPIO 5.5. Puo succedere che esista il limite di f/g senza che esista il
limite di f’/¢" Ad esempio, scegliamo

1
(5.6) f(z) = z%sen (5> , g(x)=2 con ze€(0,1).
Ovviamente
lim (_a:) = lim {:&sen <l)} =0,
z—=0t g(x) @m0+ T
ma

)
f(x)  2asen (1) —cos(2)
g(z) 1
e tale rapporto non ammette limite per x — 0, come si verifica facilmente.

6. La formula di Taylor

Abbiamo visto che se una funzione f : (a,b) — R & derivabile in un punto xy € (a, b),
allora si puo scrivere

(6.1) fzo+h) = f(z0) + f'(x0)h + o(h)
dove o(h) ¢ un infinitesimo di ordine superiore a 1 per h — 0:
. o(h)
2 Y

Generalizziamo questa notazione a infinitesimi di ordine piu alto. Se una funzione g(h)
ha la proprieta

lim @ =0

h—0 h7"
per un certo intero n > 0, diciamo che g(h) € un infinitesimo di ordine superiore ad n.
Anche la notazione degli o piccoli si generalizza a questo caso:

(6.2) g(h) =o(h™) wvuol dire lim 9(h) = 0.

h—0 n"™

Analogamente scriviamo o((z — xo)™) per indicare un infinitesimo di ordine superiore
a n nel punto xg, cioe

R(z) =o((x —z9)") <= lim R() = 0.

T—T0 (ZL’ — xo)”
Ricordiamo che una funzione f ¢ derivabile in x, se e solo se
f(@) = f(zo) + f'(x0) - (¥ — 20) + 0o(x — 70)

Notare che il grafico della funzione Pi(x) = f(zo) + f'(z0) - (x — x¢) ¢ proprio quello
della retta tangente al grafico di f nel punto (xg, f(x)). Quindi la precedente formula
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ci dice che: se approssimiamo la funzione f(z) con la sua retta tangente, I’errore che
si commette & un infinitesimo di ordine superiore ad 1 per x — .

Il polinomio e la formula di Taylor sono una generalizzazione di queste considera-
zioni agli “ordini superiori”. Ossia, non ci limitiamo ad approssimare la funzione con
una retta (polinomio di grado 1) ma tentiamo di ottenere approssimazioni piu precise
utilizzando polinomi di ordine piu alto. Questo ¢ possibile solo quando la funzione e
piu regolare, ossia possiede derivate di ordine superiore.

Andiamo con ordine. Consideriamo un qualunque polinomio P(zx) di grado N. Di
solito scriviamo P(z) nella forma

P(z)=cy+crx+ - +cya™.
Se fissiamo un punto xg, possiamo scrivere P anche nella forma
(63) P(x) =ag+ al(x — .I'o) + &2(33 — x0)2 + -t GN(.T — LL'())N.

Infatti basta scrivere © = (¥ — x) + xo e sviluppare le potenze ((z — xg) + x¢)*
per ottenere la seconda forma, “centrata” nel punto xy; naturalmente i coefficienti a;
saranno diversi dai coefficienti ¢;. In modo piu sintetico possiamo scrivere

P(x) = Zak(a:’ — 20)".

Notiamo una proprieta che ci servira fra poco: 'unico polinomio di grado N con la
proprieta P(z) = o((z — z¢)") ¢ il polinomio nullo!

TEOREMA 6.1. Sia P(x) un polinomio di grado N tale che
P(z)

lim T~ =0

T—0 (x — Xy
Allora P = 0.

Dimostrazione. Procediamo per induzione sul grado V.

Se N = 0, il grado di P e 0 ossia P e una costante P = ag. In questo caso
abbiamo lim,_,,, P(z)/(z — 20)° = lim,_,, ap = ag. Quindi dall’ipotesi otteniamo
subito P = ag = 0.

Supponiamo ora che il risultato sia vero per i polinomi di grado N, e dimostriamolo
per un polinomio P di grado N + 1:

P(z) = ag+ai(x — x0) + -+ ans1(x — 20)V T

Dall’ipotesi
lim Plz)
z—zo (T — xg)

Nt1 =0

segue subito che P(xy) = 0 (altrimenti il limite non potrebbe essere 0) cioe ay = 0.
Allora possiamo scrivere

P(z) = ay(rv — x0) + -+ ayyi (7 — 20) V! = (2 — 1) - Q()
dove Q(x) ¢ un polinomio di grado N, e si ha

Plz) Q)

(x —zo)NT1 (2 — 20)N

Usando l'ipotesi di induzione, otteniamo che () = 0 e in conclusione anche P = 0.

— 0 per z — x.
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Una conseguenza evidente e che se P, () sono due polinomi di grado N e sappiamo

che
P(r) —
P - QW)
ez (1 — 1) N
allora P — () = 0 cioée i due polinomi coincidono. [

Una seconda proprieta da notare e la seguente: i coefficienti a, di P nella forma
(6.3) si possono esprimere tramite i valori delle derivate di P nel punto zq. Infatti, &
chiaro che

P(l’o) = Qo
perché tutti i termini si annullano tranne il primo. Inoltre la derivata ¢ uguale a
P'(z) = a1 + 2a3(x — x0) + - - + Nay(z — z0)V !

e quindi

P,(Io) = Q.
Se continuiamo a derivare, ogni derivata abbassa il grado del polinomio e il primo
termine ¢ esattamente, per £ < N,

P® () = Klay, + ...

dove tutti gli altri termini (i puntini) si annullano quando poniamo =z = =z, (una
dimostrazione completa si puo fare facilmente per induzione). Quindi otteniamo, per
k=0,1,....,N
P®)(z0) = Klay,

e ovviamente P*) = 0 se k > N. Possiamo anche scrivere
P®)(z)

k!
e quindi vediamo che i coefficienti a; si possono calcolare tutti usando solo i valori di

P e delle sue derivate nel punto zy. In altri termini, per qualunque polinomio di grado
N wale la formula

ap =

N

) (2, )
(6.4) Py =S 0 (e

k!
k=0

Questa formula non ci dice niente di troppo interessante su P, pero suggerisce la strada
da seguire per approssimare una funzione arbitraria con un polinomio.

DOMANDA: data una funzione f : (a,b) — R, possiamo trovare un polinomio
P(zx) di grado N tale che la differenza f — P soddisfi

(6.5) lim £ = P@)

T—T0 ((L’ — :):O)N

=07

Detto in un altro modo, possiamo approssimare la funzione f con un polinomio di
grado N in modo che [’errore (cioé appunto la differenza f — P) sia un infinitesimo di
ordine superiore ad N nel punto zy? Notate che nel caso N = 1 sappiamo risolvere
questo problema: se f ¢ derivabile, il polinomio di grado 1 che verifica la proprieta
precedente ¢ la retta tangente Py (z) = f(xo) + f'(zo)(x — z9).

La risposta e contenuta nella seguente definizione:
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DEFINIZIONE 6.2. Sia f : (a,b) — R una funzione derivabile N volte e sia zy €
(a,b). 11 polinomio di Taylor di ordine N di f nel punto z( ¢ dato da

e il resto di Taylor di ordine N ¢ semplicemente la differenza Ry(z) = f(z) — Pn(2).
L’identita
N
fl@)=Py+Ry=>_
k=0
si chiama formula di Taylor nel punto x,.

f(k) (o)

X (z — 20)" + Ry (z)

Notare che se f € un polinomio di grado N, abbiamo subito Py = f, Ry =0, e la
formula di Taylor ¢ proprio la (6.4). Osserviamo anche che le notazioni Py(z), Ry (z)
sono leggermente ambigue: infatti Py e Ry dipendono non solo dal punto x ma anche
dal punto z( in cui si calcola lo sviluppo; tuttavia, dato che nei ragionamenti seguenti il
punto xg ¢ fissato e non varia, preferiamo usare la notazione pitt comoda Py (x) invece
di quella piu precisa ma scomoda Py (z;x).

La seguente proprieta del polinomio di Taylor e immediata da verificare:

f(xo) = P(xo),

e derivando si ottiene subito, con dei calcoli simili a quelli precedenti,
f®(z) = PP (zy), k=0,1,....N

cio¢ le derivate di f e Py nel punto x, coincidono fino all’ordine N (provate a verificare).
Pero le derivate di Py di ordine > N +1 sono tutte nulle mentre quelle di f, in generale,
no.

Siamo pronti per dare una risposta affermativa alla DOMANDA: il polinomio
cercato ¢ esattamente il polinomio di Taylor.

TEOREMA 6.3. Sia f : (a,b) — R una funzione derivabile N volte e sia xq € (a,b).
Allora il resto di Taylor di ordine N ha la proprieta

RN<£L‘)

li =0.
50 (T — 20)N
Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare che
— P
tim L& = @)

v—wo  (x— z0)N
Procediamo per induzione su N > 1. Se N = 1 abbiamo subito

lim L&) = f@o) = Fao)@ = zo) oy F@) = @) gy gy ) 0.

T—T0 (,j(,’ — I‘())l T—T0 r — Tg
Supponiamo adesso di aver dimostrato il risultato per un certo N e dimostriamo
che se f e derivabile IV + 1 volte si ha

i 12 = P (@)

Tz (ZL‘ — 1‘0)N+1

=0.

Dato che Pny1(xo) = f(x¢), il limite precedente ¢ una forma indeterminata del tipo
0/0 e possiamo applicare il Teorema di de 'Hopital. Quindi proviamo a calcolare il
limite

o f(e) = Py ()

-1
N+1 aom (x — o)V
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Notiamo ora che la derivata Py ,(z) del polinomio di Taylor di ordine N + 1 coincide
con il polinomio di Taylor di ordine N della derivata f’, infatti

NA+1 o (k) 0 NA1 2 (k) . » N " (k) i
Piealo) = 3 I mantty = Y St = 3 S

Dato che per ipotesi di induzione il risultato ¢ vero per i polinomi di Taylor di ordine
N, otteniamo che il limite ¢ uguale a 0 e la dimostrazione e conclusa.

Resta un ultimo dubbio: la risposta alla DOMANDA e unica? Ossia, puo esistere
un altro polinomio @ di grado N che verifica (6.5)7 La risposta € no: il polinomio di
Taylor Py ¢ 'unico polinomio di grado N che soddisfa (6.5).

TEOREMA 6.4. Sia f come nel Teorema 6.53. Se Q) ¢ un polinomio di grado N tale

che
i T@=0Q@) _
zszo (1 — 1) N
allora Q) coincide con il polinomio di Taylor Py.
Dimostrazione. Sappiamo che
i £@) —Q@) o F@) = Pyla)
zozo (1 — 1) N ez (1 — zo)N
Quindi abbiamo anche
P _
o P = Q)

ez (1 — z0)N
perché basta scrivere

Py(z) —Q(z) _ fz) —Q(z) flz) - Pn(2)

(x—z0)N (2 —x)N (x — xo)N

Come abbiamo visto all’inizio (Teorema 6.1) questo implica che @ = Py.

EsEmPIO 6.5. Calcoliamo lo sviluppo di Taylor della funzione f(z) = senz nel
punto xg = 0. Il polinomio di Taylor ¢ dato da

N sen ®)
Py(z) =) sen (0)

k!
k=0

Come si calcolano le derivate successive di sen z? E facile:
o /3 "n,_. 4),. _
sen'xr = cos, sen"r = —senw, sen"'r = —cosx, sen ‘¥z = senz.

E poi? Si ricomincia, dato che al quarto passo abbiamo riottenuto il punto di partenza
senx. Ma allora otteniamo subito che

sen (0) = 0, sen’(0) =1, sen”(0) =0, sen"r = —1, sen Wz =0

eccetera. Vediamo che la successione delle derivate in 0 vale 0,1,0,—1,0,1,0,—1,... e
cosi via, quindi otteniamo subito
P(] — 0

P1:P2:l’

.%’3

P3:P4:.I'—§

x> a2

P5:P6:£L’—§+g
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Sinteticamente scriviamo

x> b Al

Senx:x—§+§—ﬁ+...

(interrompere al punto giusto per ottenere il polinomio di Taylor del grado richiesto).
Un procedimento quasi identico da lo sviluppo di cos x

[

cost =1— —+ — ——+ ...

mentre quello dell’esponenziale ¢ facilissimo dato che le derivate di qualunque ordine
sono tutte uguali a e” e quindi in 0 valgono tutte 1:

. R
e=14+r2+=+=+-—=+....
20 31 4]
Con un piccolo sforzo in piu si puo dimostrare che le somme infinite precedenti, in-
terpretate come serie, convergono e quindi rappresentano degli effettivi sviluppi in
serie delle funzioni seno, coseno ed esponenziale; torneremo su questo punto nei corsi

successivi di Analisi.

EsErcizio 6.1. Trovare i polinomi di Taylor per zop = 0 e di ordine 1, 2 e 3 per le
seguenti funzioni .

3c+22 , a* , 2w+sen(z?) , sen(z)+at , & (2+1Y),
1 1
In(1 — i
sen(@) . cos(w) . Wml-2) . tg@) . o . T
sen (%) cos(z*) In(1 — 2?) tg (z°) ! s
Y 7 Y 9 1 _ ‘1';2 7 1 _ $2

EsErcizio 6.2. Completare le affermazioni seguenti:
i) il polinomio di Taylor di una somma di funzioni f + g & uguale a...
ii) per calcolare il polinomio di Taylor di ordine N di un prodotto fg di due funzioni
¢ sufficiente calcolare separatamente il polinomio di ordine N di f, quello di g, e poi...

OSSERVAZIONE 6.6. I “calcolo degli o piccoli” € un’utile alternativa al teorema
di de I'Hospital per calcolare forme indeterminate. Supponiamo ad esempio di voler

calcolare il limite
_ senr — x
lim =
v=20e? — 1 —x — %

Dallo sviluppo di Taylor di sen x intorno a 0 abbiamo

23
sent =1z — — + o(x?).
3!
Notare che avremmo potuto scrivere anche
3 4
senx:x—§+0(a: )

perché Py = P;, ma NON E VERO CHE

23
SeNT =& — o + o(x")

(lo sviluppo all’ordine 5 prevede il termine z°/5!). Allo stesso modo abbiamo
2 .3

T __ ZE_ - 3
e —1—|—x+2! +3! + o(z”).
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Allora possiamo scrivere, sostituendo gli sviluppi precedenti al terzo ordine,

a3 3 1 o?)
senx — —3 to(x’)  —f+ 75

2 3 3

z_ 1 _m_ T T 3 1 o(x3)
e*—1—a—-% o +o(z?) s+ 2=

e quindi, ricordando che o(z*)/z® — 0 quando x — 0, otteniamo che il limite ¢ uguale
a —1.

OSSERVAZIONE 6.7. Dato che la principale applicazione della formula di Taylor e
I’approssimazione delle funzioni, un problema fondamentale ¢ capire se 'approssima-
zione € buona o cattiva, ossia vorremmo stimare ’errore Ry. A questo scopo esistono
numerosi metodi e varie rappresentazioni alternative del resto.

Una delle piu utili e la forma di Lagrange del resto: se f : (a,b) — R & derivabile
N + 1 volte e x,xy € (a,b), allora esiste un punto £ che sta tra z e x (e dipende da
tutti e due) tale che

FAHIE)

(N +1)!
Notare che questa forma del resto “assomiglia” al termine successivo dello sviluppo,
con una differenza fondamentale: la derivata non e calcolata in xy ma in un punto
intermedio imprecisato, un po’ come nel Teorema di Lagrange.

Per dimostrarla utilizziamo la seguente versione generalizzata del Teorema di Rolle:
sia F': (a,b) = R continua e derivabile N + 1 volte e siano xz,x¢ € (a,b). Supponiamo
che F(z) =0 e che F®)(2¢) = 0 per 0 < k < N. Allora esiste un punto £ fra o e x
tale che FIN*D(¢) = 0.

La dimostrazione e facilissima: se N = 0 la proprieta ¢ esattamente il Teorema di
Rolle applicato all’intervallo di estremi zy e x. Se N = 1 applichiamo Rolle a F', quindi
otteniamo che esiste un punto ¢ fra xg e x tale che F'(c¢) = 0; e poi applichiamo di
nuovo Rolle alla funzione F’ sull’intervallo tra xy e ¢, e quindi otteniamo un punto &
tale che F”(£) = 0. Il caso generale si dimostra allo stesso modo per induzione.

Ora, per dimostrare la formula del resto di Lagrange, consideriamo la funzione
seguente

(6.6) Ry (z) = N

(x — z0)

FO) = £(0) = Px(0) - st = )™

(ricordare che x e zy adesso sono due punti fissati, quello che varia ¢ il numero ¢) e

applichiamo il precedente Teorema di Rolle generalizzato. Abbiamo subito F(xg)
F(z) = 0; la derivata prima di F'(t) ¢ uguale a
RN(ZL‘)
F'(t) = f'(t) — Py(t) — ————
() f() N() ([E—J}0>N+1

e ovviamente si ha F'(zg) = 0, e analogamente per tutte le derivate di F' in ¢ fino

all’ordine N compreso. Allora possiamo concludere che esiste un punto £ fra zy e x
tale che FINFTD(£) = 0; ma dato che

(N +1)(t — o)V

RN(l')

OO0 = [ ) - T S
— 40

(N +1)!

P](VNH) ¢ identicamente nullo) abbiamo ottenuto che

poen () = o)

(l’ _ 130)N+1

(notare che
(N +1)!

ossia la (6.6).
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OSSERVAZIONE 6.8. La formula di Taylor fornisce una buona approssimazione della
funzione vicino al punto xg, ma quando x e lontano da x( la funzione e il suo polinomio
di Taylor possono essere molto diversi. Ad esempio, i polinomi di Taylor di grado
N > 1 tendono sempre all’infinito per x — +o00, quindi per x grande sono pessime
approssimazioni di f per una funzione limitata come f(x) = senx.

In genere se aumentiamo il grado N, I'approssimazione migliora; ma non ¢ sempre
cosi, come mostra ’esempio seguente:

f) = {e_z, x>0,

0 z < 0.

E evidente che la funzione f & continua su tutto R. Inoltre & derivabile su z > 0 e su
x < 0 con derivata

11
fl(x)=¢e=- — perz > 0, f'(z) =0 per z < 0.

Dato che il limite di f’(z) per x — 0 esiste e vale 0, otteniamo che f ¢ derivabile anche
in 0 e f/(0) = 0. Se deriviamo ancora una volta ci accorgiamo che il ragionamento
precedente funziona ancora (in quanto la presenza del fattore e fa sempre convergere
il limite destro a 0, anche se compaiono potenze piu alte di x a denominatore). Per
induzione, non ¢ difficile dimostrare che f e derivabile di qualunque ordine su tutto R
e si ha sempre
fP0oy=0 Vk=0,1,2,3,....

Ma allora i polinomi di Taylor di f in 0 sono tutti nulli! In altri termini, 'approssima-
zione che riusciamo a ottenere non migliora al crescere di N.



SVILUPPI DI TAYOR E o PICCOLI

1. DEFINIZIONE DI o(g)

Se g & una funzione definita su un intervallo aperto contenente xg, indichiamo con o(g) per z — xg
I'insieme di tutte le funzioni f(z), definite per x vicino zy, tali che
lim M =0
z—zo (1)
In questo caso si dice che f é un o piccolo di g per x — xg, e si scrive f € o(g) o anche f = o(g).
Quindi le funzioni o(g) sono quelle che tendono a zero' pit velocemente di g per x — xy. Nel caso
delle potenze, quando f € o(z") si dice anche che f & un infinitesimo di ordine superiore a N.
Analoghe definizioni per z — x(jf, x — Fo0o. Ad esempio:
z3 € o(z?) per z — 0 ma 2 & o(z3)
x €o(l) perx =0
20(x?) = o(x?) = —o(x?)
In generale:

(1) f €o(1) per & — x( vuol dire semplicemente che f — 0 per x — x
(2) 2P € o(27?) per x — 0 se p,q € N con p > ¢, ma 2P & o(aP)
(3) o(xP) C o(z?) per x — 0 se p,q € N con p > g
(4) o(g) = —olg) =2 o(g)
Notare che nella pratica di solito si fa un piccolo abuso di notazione:

invece di scrivere 2% € o(z?), siscrive 1z = o(z?).

In questo modo le formule sono molto piu leggibili, ma bisogna fare attenzione a non fare confusione.
Per esempio,

o(z) —o(z) mnon e uguale a zero!
Infatti i due o(x) indicano due funzioni infinitesime di ordine superiore a 1, anche diverse fra loro (la
notazione rigorosa sarebbe o(z) — o(x) C o(x)).

2. SvVILUPPI DI TAYLOR

Esempio fondamentale: il resto di Taylor Ry di f(z) nel punto z

N ) (g,
Rx(a) = f@) = Pu(a),  Pu(e) = 3 T o g
k=0 ’

¢ un infinitesimo di ordine superiore a N per x — xy. Infatti si ha

}{A[(lﬂ

lim ~

z—zo (T — Tg) =0 cioe Ry € o((x — x0)") per x — o,

anzi il polinomio di Taylor Py in x( e definito proprio come 1'unico polinomio P tale che f — P €
o((x — z9)Y) per & — z¢. Ricordiamo i principali sviluppi in zg = 0:

E=14+T+2 44 2 o)

sinyx =1 — é_? e (_1)k(9202’:f11)! + 0($2k+2)
z2 2k
cosr=1— o =T 00l (_1)k(2k)! + O<I2k+1>

In(1 + z) :x—%2+---+(—1)N+1%+o(xN)

B _1\ka?ktl 2k+2
arctanz = x — % + - + (=1)"5=5 + o(z**"?)
In effetti la notazione spesso si usa anche se f, g non tendono a 0, ad esempio si dice: e® & un o(x) per x — +o0,

dato che % — 0 per & — +o0. Oppure: un infinitesimo ¢ una qualunque funzione o(1). Eccetera...
1
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(I4+2)* =1+ (Pz+---+ (n)z" +o(zV)
dove per a € R e k € N si definisce (Z) :w Notare che (g) =0seaeNel<a<k,
quindi in questo caso riotteniamo la formula per la potenza di un binomio.
Vediamo gia qui quanto sia comodo 'abuso di notazione degli o piccoli: ad esempio invece di

scrivere la formula poco maneggevole
e —1—z—2 ¢ o(z?)
scriviamo la formula
2
e =14+z+% +o(2?)
che ¢ molto pit comoda da usare nei calcoli (basta non sbagliare ad usarla...)

3. ARITMETICA DEGLI 0 PICCOLI

Le regole di calcolo per gli o piccoli sono semplicissime e forniscono uno strumento efficace per il
calcolo di molti limiti. Dimostrare per esercizio le seguenti formule, nelle quali naturalmente tutti
gli o piccoli si riferiscono allo stesso punto x — ¢ e tutte le funzioni hanno limite per x — z:

(1) f-o(g) Co(f-g) (vuol dire: se ¢ € o(g), allora f-¢ € o(fg))
(2) o(f)-0(g) Co(f-g) (vuol dire: se ¢ € o(f) e ¥ € 0(g), allora ¢ -1 € o(fg))

Quindi ad esempio se p,q € N
2P - o(z?) C o(xPt?), o(x?) - o(z?) C o(aP*9)
e inoltre
o(x)? C o(z7), o(xP)? C o(xP?).

Se invece sommiamo due o piccoli, il risultato sara’ sempre 1’0 piccolo di ordine piu basso. Dimostrare
per esercizio le formule seguenti, per x — 0:

(3) se p,q € Nep> qallora 27 + o(x9) C o(z?)

(4) se p,q € N e p > q allora o(zP) + o(z?) C o(x?)
(la seconda vuol dire: se f € o(z?) e g € o(2?) allora f + g € o(x9)). Sono necessarie anche alcune
regole di calcolo per funzioni composte. Dimostrare per esercizio le formule seguenti:

(5) o(o(g)) C o(g) (vuol dire: se f € o(g) e ¢ € o(f) allora ¢ € 0(g))
(6) o(x? + o(xP)) C o(xP) per x — 0 se p > 0.
Ad esempio, I'ultima formula si dimostra cosi: se ¢ € o(zP) e f € o(aP 4 ¢) allora

f__f o+ f .(1+%>%0-(1+0):0

R P TP+ @
quindi f € o(z?).
ESEMPI DI CALCOLO CON GLI o PICCOLI. Possiamo scrivere, per x — 0,

(2% + o(2?))? = 2° 4 320(2?) + 32%0(2?)? + o(2?) = 2° + 0(2°) + 0(2%) + o(2%) = 2° + o(2")
oppure
(1+2+o0(z)) (x+o0()) =+ o(z) + 2% + zo(x) + 20(2) + 0(2)* = T + 0().
Nel secondo esempio, dato che compare un termine o(x), tutti gli ordini superiori (che in questo caso

sono 2 e o(x?)) vengono assorbiti da o(z).

4. PRATICA DI CALCOLO

Esercizio 1. Calcolare P3 in xp = 0 per la funzione f(z) = In(1 — sin®z).
[Proviamo a utilizzare lo sviluppo sinx = z + o(x?); se questo non ¢ sufficiente, proveremo poi ad
utilizzare un termine in piu dello sviluppo di Taylor. Otteniamo

sinz = (z + o(z?))? = 2° + 22 - o(2?) + o(z?)? = 2% + o(2?).

Fino a che ordine dobbiamo sviluppare In? Proviamo con In(1 + y) = y + o(y), sostituendo y =
—sin?z = —2? + o(z®) otteniamo

f(z) = =2 + o(2®) + o(—2* + o(z*)) = —2* + o(2?).
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Non basta! questo conto dimostra solo che P, = —x? (perché il resto che abbiamo ottenuto & solo
o(z?)). Proviamo con un termine in pit ossia In(1+y) =y — % + o(y?); sostituendo y = —sin®x =
—x?% + o(x?) otteniamo
f(@) = =%+ o0(z%) — 5(=2® + o(a?))* + o((2” + o(2?))?).
I termini (—2?+o0(2?))? = 2*+0(2°) e o((z* +0(2?))?) = o(x*) sono assorbiti da o(z?) e in conclusione
f(z) = —2* + o(2?).

Questa formula implica P3(z) = —z?]

EsErC1zIO 2. Calcolare P in o = 0 per f(2) = g [P =1 — 22 + 42” — 1027

EsErcizio 3. Calcolare P; in x = 0 per f(x) =In(e® —z). [Py = 12 + xs]

ESERCIZIO 4. Calcolare P3 in x = 0 per f(z) =sinz - (e — cos x) [Py = 2? + 327

ESERCIZIO 5. Calcolare f(0) per f(x) = e”sin .
[Invece di calcolare la derivata quarta e poi porre x = 0, & piu rapido scrivere

f@) =1 +z+Z +2 to(2?) (z— & +oat)) =a+a?+ 2 +2 2 2 4 ozt
da cui
flz) =2+ 22+ +o(ah).
Quindi Py = x + 22 + £ il che vuol dire f(0) = 0, f/(0) = 1, f”( ) 2, f"(0)=1e fH0)=0]
EsERCI1zIO 6. Calcolare f@(0) per f(z) = v/1+ 2% +23. [fW(0) = —12]

EsSERCIzIO 7. Calcolare f)(0) per f(z) = (cos(sinx))1/3 [f®(0) = 1]
Esercizio 8. Usando Taylor, calcolare lim,_,q w

[Si ha ¢ —sinz — cosz = 1+ 2 + % + o(a?) — x + o(x )—1—|— 4 oo(a?) = 2% + o(a?) e
per il denominatore, sostituendo in ¢ = 1 + y + o(y) prima y = 2? e poi y = 23, e” — et =
1+ 2%+ o0(z?) — 1 — 23 + o(2®) = 2% + o(z?). Quindi il limite cercato diventa

2?2 +o(z?) . 2?1+ —o(f;))
lim ———— = — =
z—0 $2 —+ 0(;[2) z—0 ZL‘2(1 + O(LQ))

11 limite si puo calcolare anche usando il Teorema di de I’'Hospital |
EsErciz1o 9. Usando Taylor, calcolare lim,_q sinz—In(cos z)

Scriviamo In(cosx) = In(1 + cosx — 1), e usiamo In(1 + y :y—ﬁ%—oy2 cony =cosr — 1=
2

—Z 4 o(z?), da cui
In(cosz) = =2 4 o(z?) — L(=Z + o(2®))2 + o((—=Z + o(2?)?) = =L + o(a?)

e quindi sinz — log(cosz) = = + ( 2+ %2 + o(x®) = x + o(z?). Invece per il denominatore basta
scrivere rsinx = x(x + o(z?)) = 2% + o(z?). In conclusione il limite diventa

2 0(9:2)
. x+o(z?) . 1+
lim ——— = lim ———%_—
=0 22 4+ o(x3) 20 z(1+ ( ))
e questo limite non esiste perché vale +00 per x — 07 e —oo per z — 0~ |
5 2
ESERCIZIO 10. Usando Taylor, calcolare lim,_,q St -In(cose) [= 2]

rsinx : 2
cosz—1+Zsinz 1
(In(14=x))* [ _ﬂ]
EsERrcIz1o 12. Usando Taylor, calcolare lim,_.o (n(142))°

cos x-sin® x—x2 " [

Esercizio 11. Usando Taylor, calcolare lim,_.q
= ()]

$2
Esercizio 13. Usando Taylor, calcolare lim, . o (1 + %) et
[Scriviamo

m2
(14+1)" e =explz?In(1+ 1) — 2
e usando In(1 +y) =y — % + o(y?)

o :E2
(4] —w =G - g+ old) o =~ + GfE o -3
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quindi il limite cercato & e~/2 ]

EsErciz1o 14. Usando Taylor, calcolare lim, g+ (cos x)ﬁ

[(cos )z = exp[w] ]

ESERCIZIO 15. Per quali valori di a, b, ¢ esiste il lim,_,o &—a=bz?

sinz—cx °

eate _ (1—)+(1-b)a+2 +o(a?
sinz—cz (17c)x7%+0(w3)
il limite per x — 0 non esiste. Dunque deve essere a = 1. Se ¢ # 1 il limite esiste ed ¢ %ZC’ Sec=1
il limite non esiste per qualunque valore di b. In conclusione il limite esiste se e solose a =1, ¢ # 1 |

) Sea #£ 1 il limite per  — 0 & 00 0 Foo, quindi in questo caso



Come calcolare alcuni polinomi di Taylor
senza fare nessuna derivata (o quasi)

Calcoliamo i polinomi di Taylor di
flz)=In(l+z).

Ricordiamo che si ha, per —1 < x < 1,
“+o0 “+o0o

g(x) = 141—1’ = 1_1_1:) :Z(_x)k:Z(_1)kxk.

k=0 k=0

D’altra parte, se S,(z;0) € il polinomio di Taylor di ordine n in zy = 0 di g(x),
dall’espressione di g(z) come somma di una serie si ricava facilmente che
Sp(x;0) = Z(—l)ka:k =l—ao+a>—a>+.. .+ (=1 a".
k=0
Confrontando questa espressione con 'espressione “standard” del polinomio di Taylor
per g(z),

k! ’

si vede facilmente che g*)(0) = (—1)¥ k! per ogni k > 0.
Osserviamo ora che si ha

n (k)
Sp(z;0) = Z g9(0) I
k=0

1

f'@) = (L +2)] = = = g(a).

cosicché per ogni k > 1 si ha

da cui segue che

F00) = g*V(0) = (=" (k= 1)L
Dato poi che f(0) =0, si ha, se T,,(x;0) ¢ il polinomio di ordine n di f(z) centrato in
Ty = O,

n o oe(k) noo Nk=1(1 _ noo \E—1
fw0) =30 190 e §h CVE-DE S G

k! k! k
k=0 k=1 k=1
Si ha dunque
2 3 (—1)n1
In(1 =r——+———+... n .
n(l+z)=z sty -ttt z" + o(z")

Con lo stesso “trucco” possiamo calcolare il polinomio di Taylor dell’arcotangente
f(x) = arctan(z). Infatti, detta g(z) = 75z si ha (per =1 <z < 1)

o0 s = o o - B e

Confrontado questa espressione con quella del polinomio di Taylor per g(z):

sua:0) =) 00
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si ricava che ¢ (0) = 0 se h & dispari, mentre se h = 2k & un numero pari, allora

g (0) = (=1)* (2k)!.
Dal momento che f'(x) = g(z), otteniamo (come prima) che f*(0) = g*=1(0) per
ogni k > 1, e quindi che f®(0) = 0 per ogni h dispari, mentre
FEED0) = g*9(0) = (1) (2k)!.
Si ha pertanto (usando anche che f(0) = 0) che
— SE0) s N~ CDPER! s - (5DF
T . — J o\ — A S +1 _ N ) +1'
on41(730) ; 2k + " > 2k + 1) " ; 2%+ 1"
In definitiva,

0($2n+1) ]

arctan(z) = x —

Calcoliamo ora il polinomio di Taylor, centrato in zq = 0, della funzione tan(z).
Ricordiamo che
sin(x)

tan(x) = cos(2) = sin(z) = tan(z) cos(z).

Dal momento che la funzione tangente ¢ una funzione dispari, nel suo polinomio di
Taylor compaiono solo potenze dispari: in altre parole, se scriviamo tan(x) come somma

di una serie, si ha
tan(z E a; x

e il nostro compito sara quello di calcolare la successione dei coefficienti a; al variare
di j in N. Ricordando lo sviluppo di seno e coseno, si ha

D e D
me + :tan(x)g o) .

k=0

Scrivendo tan(x) come somma di una serie, abbiamo

S - (o) (X ),

h=0

che riscriviamo come
+o0 ( 1 +oo 4o

Z _ 2k+1
2k +1)!

Osserviamo ora che I'esponente 25 + 2h + 1 cui e elevata la x nell’espressione a destra
varia da 1 (quando j = h = 0) fino a +oo, e che fissato come esponente 2m + 1, con
m > 0, esistono esattamente m + 1 coppie (j, h) tali che 2j +2h + 1 = 2m + 1: ovvero
le coppie (m,0), (m —1,1), ..., (I,m — 1) e (0,m). In altre parole, se chiamiamo
m = j+ h, abbiamo che m varia da 0 a 400, e che in corrispondenza di ogni m esistono
m 4+ 1 addendi nella serie a destra che hanno come monomio z*™*!: tali addendi sono
della forma (j,h) = (¢,m — E) con ¢ che varia da 0 a m. Abbiamo dunque

p25+2ht1

7=0 h=0

+oo 400 +o0 m (_1)m7€

Z Z 2h L25H2h Z (Z ay m) LML

m=0 =0
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In definitiva, deve essere (cambiamo nome allindice di sommatoria m nella seconda,
tornando a k)

S D e e FDME N
;(2k+1)!$ _;<£:Oaf(z<k—6))!)x '

Confrontando le due espressioni, deve quindi essere, per ogni k > 0,

(—1)* _i (—1)+

k+ DI~ YRk -

Osserviamo ora che sia a sinistra che a destra compare un fattore (—1)* (che si puo
dunque semplificare) e che (—1)~% = (—1)* qualsiasi sia £. Deve dunque essere, per
ogni k > 0,

R S N e V)
Qk+1)! D a 2k — )

=0
Se k = 0 la relazione diventa

R ) L < S G O (—1)*
e Z “ok—0) ; Yoo TRk —R)

da cui segue che
1 k—1 (_1>£

(_1)k ap = m -

e quindi che (moltiplicando per (—1)* e usando che (—1)** = (—1)k2=-f = (—1)k=F)

GO VAR o B o Vi
O T ; YRk — o)

formula che permette di calcolare a; una volta noti ag, ay, ..., ag_1.
Ad esempio, da ag = 1 si ricava

1)t 0 1)t 1 1)t 1 1 1
GRS N o) S S e L N
(2+1)! — (2(1—=10))! 6 2 6 2 3
Successivamente
1 1+ 1 1 1+1 2
Ggy=——ay— +a;—=— — — + - = —
275 04 "ol T 120 24 6 15
e
1+ 1 1+ 1 1 n 1 1+1 17
a3=——+aqy——a1—4+a9g—=———+— — — 4+ — = — .
5 71706 Tt 5040 720 72 15 315
Proseguendo, si trova ad esempio,

() ot Loty Zgpy Mgry 62 0 1382, 2184
r) = =T —X x X xZ T
37 1157 3150 2835 | 155925 6081075

+o(z'?).



Si puo dimostrare (non senza fatica. ..) che

lim 2*L = !
jotoo  ay T

Da questa relazione segue che, data la serie
+o00o “+oo
_ 2541 2
tan(z) = E a;jx? = E ajx™
Jj=0 Jj=0

per ogni z > 0 fissato abbiamo una serie a termini positivi b; = a; 2%. Applicando il
criterio del rapporto, si ha

242 42

. b'l . iyl T
L= lim 2 — lim —2F

J—+oo j—otoo Gy x% w2

J
Affinché la serie converga, deve essere 0 < L < 1, ovvero

2 2

4dx
0<—<1 = 0<a?< — lz| <
s 4

cosa che, d’altra parte, ci si poteva aspettare!

m
)

2

Se, poi, uno si volesse veramente divertire, potrebbe provare a calcolare i coefficienti
del polinomio di Taylor di tan(z) usando il fatto che

tan(arctan(z)) = x .

Scrivendo
—+o0
_ 2j+1
tan(m)—g a; T
7=0

e ricordando lo sviluppo dell’arcotangente, deve dunque essere

—+o00 —+o0 k .
(=1 gp\¥H!
r = tan(arctan(z)) = g a; ( E Y s ) :
=0 = 2kl

Per calcolare gli a;, ¢ “sufficiente” richiedere che il coefficiente del termine di grado 1
nella somma a destra sia uguale a 1 (perché a sinistra c¢’¢ 1 - x), e che siano zero i
coefficienti di tutti i termini di grado (dispari, ci sono solo quelli) maggiori o uguali a
tre. Per capire meglio, osserviamo che i primi tre addendi della serie a destra sono:

too 4Nk too 4Nk too Nk
“°<Z Z(k—lk)lx%+1)+al<z 2(/{-131”7%“) ““(Z 2(/@-121:’3%“)5’

3

che riscriviamo come:

1 z2 2t 3 22 2t 3 5 (1 z2 2t 5
ag T ——+——|—...>+ax<1———i——+...> —i—ax( ——+——|—...> .
0 < 35 ' 35 ? 35

Ora, nella seconda e terza somma gli esponenti minimi a cui compare = sono (rispetti-

vamente) 23 e 2°: ¢ chiaro quindi che a; e a (cosi come tutti i successivi) non contri-

buiscono a “creare” il coefficiente del termine di grado 1. D’altra parte, a moltiplicare
apx c’e
2 4

-4ty
s



e quindi c¢’¢ un solo termine di grado 1. In definitiva, si ha

— (=D" opnt — (=D"  opir)? — (=D" op1)?
a°<z k1" >+‘“<Z 2%k +1" > +a2<z 2%k +1" ) — ot
k=0 k=0 k=0
piu termini di grado superiore al primo. Dovendo essere la sommatoria uguale a x, si
ha ag = 1 (e uno!). Cerchiamo ora i termini di grado 3: ce ne sono esattamente due,
dato che la sommatoria moltiplicata per a, “parte” da z°. Abbiamo

—a v +aa®
0 3 1 9
dato che tutti gli altri termini sono di grado maggiore di 3. Deve quindi essere
Qo
——+a =0,
3 1
da cui (ricordando che ap = 1) segue che a; = 5 (e due!). Infine (e qui le cose si fanno

complicate, se ve ne fosse ulteriore bisogno...) i termini di grado 5 sono dati da:

.7}5

Gog—i‘agl's —alazs.
Da dove viene I'ultimo? A moltiplicare a; abbiamo (sviluppando il cubo):
oo k 2 2
3 (1) 2k>3 3( z >3 3, .3 2 T 3.5
- = l——+...) = 31—t =2 =

x<§2k+1x T 3+ T’ +x 3—1— x° —x°+ ,
Deve quindi essere

Qo i 0 1 1 2

— —a)t+ay = — g = - — — = —

5 7 73 15 15

ritrovando il valore gia noto (e tre!). Per i successivi, le cose sono veramente pessime: ¢
sufficiente osservare che di termini con 27 dallo sviluppo del termine moltiplicato per a;
ce ne sono 2: uno facendo il “quadrato” di —% (moltiplicato per 1), e un altro facendo
il quadrato di 1, e moltiplicandolo per ‘%4 (che ¢ il termine successivo). Andando avanti,
sono sempre di pili le possibilita di ottenere z2**! dalla seconda sommatoria, e dalla
terza e dalle successive. . .



CAPITOLO 1

Integrazione

1. L’area di un sottografico: strategia d’attacco

Lo sport di calcolare aree di figure geometriche ¢ molto antico: i greci erano cultori
accaniti, anche se avevano a disposizione solo strumenti geometrici. Questo rendeva
anche il calcolo di un segmento di parabola un tour de force piuttosto impegnativo.
Forse in origine questo interesse nasceva da problemi pratici, come la misurazione
di appezzamenti di terreno per motivi economici e burocratici. Comunque, lo sport
continuo ad essere praticato anche in secoli pit recenti, e con rinnovato interesse dopo
che Galileo mostro che questo problema non era solo un passatempo ma portava alla
risoluzione di problemi fisici importanti. La situazione fu rivoluzionata dall’invenzione
del Calcolo, che rese la misurazione delle aree in molti casi un problema banale.

L’oggetto standard di cui vogliamo misurare 'area (o per essere piu precisi, la cui
area vogliamo definire) ¢ il sottografico di una funzione positiva:

DEFINIZIONE 1.1. Sia f : [a,b] — [0, +00), cioe¢ tale che f(z) > 0 per ogni = € [a, b].
L’insieme
Sp=Alz,y)| a<z<bh 0<y<flz)}

si chiama il sottografico di f nell’intervallo |a, b].

Si noti che, date due funzioni f e g, il sottografico Sy di f ¢ contenuto in S,
sottografico di g, se e solo se f < g.

Vorremmo dare un senso all’area A(Sy) del sottografico di f. Per funzioni molto
semplici potremmo ricorrere a risultati di geometria elementare. Ad esempio, se f =
C' ¢ una funzione costante positiva, il sottografico Sy in [a,b] ¢ semplicemente un
rettagnolo, e quindi potremmo definire A(Sy) = C(b — a) (ossia base per altezza).
Se una funzione & costante a tratti, il suo sottografico ¢ una unione di rettangoli, e
anche in questo caso la definizione pitt naturale di area e la somma delle aree di questi
rettangoli. E per funzioni piu complicate?

DEFINIZIONE 1.2. Dato un intervallo [a,b], una partizione di [a,b] ¢ un insieme

P ={xp,x1,...,2,} tale che a = 2y < 2y < --- < x, = b. L'ampiezza della partizione
P ¢ il numero |P| := max{x; —x;_1 : i =1,...,n}.

Una funzione f : [a,b] — R & una funzione costante a tratti (o funzione a scala)
se esiste una partizione P = {xg,z1,...,2,} di [a,b] tale che f ¢ costante su ogni
intervallo [x;_1,2z;) per i =1,...,n— 1 e su [z, 1, x,], ossia

f(JJ): Q; .IE[?L‘Z‘_l,l’i) ’L:].,,’I'L—l
ap, T € [Ty_1, )
dove aq, ..., q, sono numeri reali.

Per una funzione f costante a tratti e non negativa il sottografico non ¢ altro che
un’unione finita di rettangoli, vedi Figura 1. Definiamo 'area di Sy come la somma

1
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delle aree di questi rettangoli:

n

A(Sy) = Z FE&) (@i —wia) =) aglwi — i)

i=1
dove &; € un qualsiasi punto dell’intervallo [z;_1,z;) (la scelta del punto ¢ ininfluente
dato che f ¢ costante in [z;_q, x;)!).

FIGURA 1. Una funzione costante a tratti non negativa ed il suo sottografico.

Per funzioni pit generali, come potremmo definire A(Sf)? Potremmo tentare di
approssimare la funzione con funzioni costanti a tratti. Non e chiaro se sia possibile
approssimare in modo efficiente ossia con errori piccoli a piacere. Per sicurezza, appros-
simiamo sia dal basso che dall’alto; ossia, data una funzione non negativa f : [a,b] — R,
consideriamo due funzioni costanti a tratti g, h con 0 < g < f < h; qualunque sia il nu-
mero A(Sf) che andiamo cercando, dovra sicuramente valere A(S,) < A(Sy) < A(Sh)
(vedi Figura 2(a)), e se riusciamo ad avvicinare a piacere il primo e il terzo numero,
vorra dire che il nostro procedimento di approssimazione ha successo.

Notiamo subito che per poter trovare una h > f occorre assumere che la funzione f
sia superiormente limitata: se supy,; f(z) = +00, non & possibile trovare una funzione
costante a tratti h per cui f < h, vedi Figura 2(b). (L’ipotesi di limitatezza della
funzione f e fondamentale qui, cosl come in tutto il Capitolo e in tutta la definizione
dell’integrale definito. Invece il problema corrispondente per g non sussiste dato che
stiamo considerando tutte funzioni positive).

(@ vy ®)

FIGURA 2. (a) Una funzione approssimata per eccesso e per difetto con due funzioni
costanti a tratti. (b) Un tentativo (fallito) di approssimazione per eccesso di una
funzione non limitata superiormente.

E chiaro che per semplificare i calcoli conviene scegliere funzioni g e h basate sulla
stessa partizione P. Inoltre, approssimeremo f nel modo piu preciso se scegliamo in
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ciascun intervallo come valore della funzione A il sup di f sull’intervallo, e come valore
della funzione g 'inf di f sull’intervallo (vedi Figura 3). Questo ci porta a considerare
le seguenti funzioni costanti a tratti:

f(z) =a;:= inf f(2) su (w1, ),

Li—1,%4

flz)=6;= sup f(x) sU (@1, 2).

[ —1,24]

~———2____—— un maggiorante qualsiasi

//\-/ I’estremo superiore (il migliore dei maggioranti!)

\/\/\/>/\/ grafico di f

<j_// I’estremo inferiore (il migliore dei minoranti?!)

«~ " un minorante qualsiasi

x

|
|
I
|
|
1
|
|
I
|
|
|
|
|
|
I
!
x

i

FIGURA 3. Stime qualsiasi e stime ottimali

In definitiva, data una partizione P dell’intervallo [a, b], possiamo definire due numeri

n

=1

con q; = ( inf )f(x), Bi = sup f(x) e ci aspettiamo che sia
Ti-1,%4 (zi—1,7i)

A(Sy; P) < A(Sf) < A(Sy; P)
Le due aree A(Sy; P) e A(Sy; P) sono colorate in azzurro nella Figura 4.

./

' N

FIGURA 4. Due approssimazioni per Sy tramite le funzioni f e f.

Il passo seguente ¢ migliorare I'approssimazione tramite la scelta di partizioni P,
con ampiezze sempre piu piccole, ossia | P,| — 0 per n — oo. In questo modo, passando
al limite nelle due successioni numeriche A(Sy; P,) e A(S; P,) si dovrebbe (incrociando
le dita) ottenere proprio 'area richiesta. Proviamo a farlo per due esempi concreti.

Esempio 1. Sia f(z) = z per x € [a,b] con 0 < a < b. 1l sottografico della funzione
f nell’intervallo [a, b] & semplicemente un triangolo se a = 0, e se a > 0 & un trapezio.
In entrambi casi, la geometria elementare fornisce una formula per il calcolo dell’area,

che ¢ data da:
(b+a)(b—a) b*—a?

2 2
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(“base maggiore pit base minore per altezza diviso due”). Vediamo se il procedimento
di approssimazione che abbiamo immaginato ci restituisce questo risultato o no.
Dividiamo l'intervallo [a,b] in n parti di uguale lunghezza tramite la partizione
P,={xx=a+kh : k=0,...,n} dove h = (b—a)/n. Dato che f(x) = x ¢ crescente,
si ha ovviamente
ap= inf x=xp1=a+(k—1h, fr= sup z=ux,=a+kh.

[Tr_1,2k] [Tr_1,2k]

Dato che xp — x1_1 = h, otteniamo

n—1 n—1
A(Sp; P) = ah+ -+ (a+ (n = )W)h =h» (a+kh) = hna+h*> _k,
k=0 k=0

A(Sp; Pu) = (a+h)h+ -+ (a+nh)h =hY (a+kh) =hna+h*) k.

k=1 k=1

Ricordando la formula ) k = ”(”;1) e osservando che h = =2, concludiamo

k=1

' B on(n—1) on(n—1)
A(Sf,Pn)—hna—FhT—(b—a)a—i—(b—a)2—n2

— 1 1
A(Sy; P,) = hna + h2@ =0b—-a)a+ (b— a)z%.

n
Per n — 400, le due quantita tendono allo stesso limite:
y ¥ y 7 Y=%
44 77‘7

a b x a b X

FIGURA 5. La funzione f(z) = z e le approssimazioni determinate dai punti a +

WConkzo,...,n.

2 2 _ 2
lim A(F;P,) = lim Z(E;Pn):(b—a)a—i—(b a) :b a’

n—-+oo n——+oo 2 2

esattamente il valore previsto dalla geometria elementare.

Esempio II. Consideriamo f(z) = 22 in [a,b] con 0 < a < b; ora la geometria
elementare non ci aiuta (Archimede era riuscito a calcolare quest’area spingendo al
limite i suoi metodi geometrici, va detto con un certo sforzo). Scegliamo la stessa
partizione P, di prima. Dato che x? ¢ crescente su [a, b] abbiamo

a; = inf 2% = (a—i— (k — 1)h)2, B;= sup 2= (a+ kh)Q,

[Xk—1,%k] [Tk —1,%k]
da cui segue
A(Ss; Py) = a*h + (a+h)*h + (a + 2h)*h + -+ + (a+ (n — 1)h)*h
A(Ss; Py) = (a4 h)*h + (a+2h)*h + -+ + (a + nh)*h
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Svolti i quadrati e tenuto presente che h = b’T“, si ottiene

n—1 n—1
A(Ss; P) = h {na2 +2ah Y k+ hQZkQ}
k=0 k=0
o 20b—a){~,  (b—a)’ o,
:(b—a) a—l—TZk—f— 3 Zk
k=0 k=0
A(Ss; P) =h {na2 +2ah Y k+ hQZkZ}
k=1 k=1

—(b—a) {a2 + —QG(?L; ) Zn:k G ;3@2 Zn:/&}

Utilizzando le formule (si veda il primo Capitolo)

= 1 |
;kzén(n—i—l) ;k :6n(n+1)(2n+1),

e sostituendo nelle precedenti,

Ay P = (0= a) { alb - )" =

b _ 2
+(b-a) 612

"+1+(b—a)2 (n+1)(2n+1)}

n 6m2

A(S; P,) = (b—a) {a2 +a(b—a)

Quindi, passando al limite per n — oo,

N3 13,3
lim A(Sp; P,) = lim A(Sy; Po) = (b—a)a® + a(b— a)* + (b—a) _ b ,

n—+4o00 n—+o00 3 3

cioe
b ad

AS) =5 -5

Esempio III. Proviamo ora con una funzione molto piu irregolare, la funzione di

Dirichlet
] z € [0,1]\ Q,
D(m)'_{l ze[0,1]NnQ,
Data una qualsiasi partizione P = {a = g < 1 < --- < x, = b}, in ognuno dei
sottointervalli [z)_1, z;] cadono sia numeri razionali che numeri irrazionali, quindi

a; = inf D(z)=0, fi= sup D(z)=1.

[kalvxk} [a:k_hxk}
Pertanto per qualunque partizione P si ha A(Sp; P) =0 ¢ A(Sp; P) = 1 e quindi
sup A(Sp; P)=0<1= i%fZ(SD; P).
P
Anche scegliendo partizioni P con ampiezza sempre piu piccola, le stime per difetto e
quelle per eccesso restano sempre ben lontane le une dalle altre. Vediamo che in questo

caso il nostro procedimento fallisce e non riusciamo ad assegnare un valore all’area del
sottografico di D(x).
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Esempio IV. Come ultimo esempio, calcoliamo l'area del sottografico di f(x) = cosx
nell’intervallo [0,7/2]. Prima di tutto dimostriamo il seguente Lemma.

LEMMA 1.3. Vale

n 1
1 |sen(n+ 5)y
1.1 ky) = - | ———222 +1 VyeR, VneN.
(1.1) kZOCOS( Y) 5 [ sen(?) + yeR, Vne
Dimostrazione. (Per induzione) Per n = 0, l'identita ¢ banalmente

verificata. Supponiamola vera per n — 1 e dimostriamola per n:

- 1 |sen(n — 1)y
ZCOS(k‘y) = 5 lsen(y) + 1
k=0 2

_ % [sen(n — %)y + 2 cos(ny)sen(¥) n 1] '

+ cos(ny)

sen(%)
Dato che
1
sen (n + 2> y = sen(ny) cos (%) F cos(ny)sen (%) ,

ne segue la conclusione. g

Per calcolare area di

fissato n € N, scegliamo la partizione P, determinata dai punti z := ’2% per k=0,...,n.
La funzione cosz ¢ decrescente in [0, 7/2], quindi
_ km (k—1m
a; = inf cosx=cos|— |, Bi= sup cosxr=cos|——|.
[zr—1,2k] 2n [zr—1,2k] 2n

Percio, utilizzando la formula (1.1) con y = 5 otteniamo

- kw 7 |sen(n+ )X 7 [sen(§ + )
A(Syr; Py — BAMAN I 2 _ 9| = L 2 T an) 4
A(Sy; Pn) 2 ;COS<2n> 4n [ sen (- ) ] 4n [ sen (- )
n—1 1\« s s
km 7w |sen(n+ 35)%& 7w [sen(3 + %)
.A S Pn = — e = — 2/2n 1l = — 2 4n 1
(Syi Fn) 2 ;COS<2n> 4n [ sen(4-) * 4n [ sen(4-) *
Dato che sen(% + o) = cos a,
4 — 4
ﬂ(sf;pn)_ﬁ/in_i ‘A(Sf;Pn):ﬂ-/in—f—l

~tg(n/4n)  4n’
Per n — 400, lim A(Sf;P,) = lim A(Sy; P,) =1 e quindi A(Sf) = 1. Faticoso, eh?

n—+oo n—+00
Esercizio 1.4. Dato b > 0, dimostrare che il sottografico di cosz in [0,b] ¢
misurabile e calcolarne I'area.

2. L’integrale di Riemann

Gli esempi del paragrafo precedente suggeriscono che il procedimento immaginato
sia quello giusto per definire il numero A(Sy), almeno per molte funzioni interessanti,
anche se sarebbe veramente opportuno trovare metodi piu pratici per calcolarlo.

Dedichiamoci allora alla definizione rigorosa di A(Sy), il cui nome ufficiale & I'inte-
grale definito di Riemann.
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DEFINIZIONE 2.1. Una partizione dell’intervallo [a,b] & un insieme finito di punti
P ={xg,x1,...,2,} taliche a = xg < 27 < -+ < z,, = b. L’ampiezza della partizione
P ¢ il numero |P| := max{x; — z;_1 : ¢ = 1,...,n}. Diciamo che una partizione P; &
piu fine di un’altra partizione P, quando P, C P;.

DEFINIZIONE 2.2. Sia f : [a,b] — R limitata e sia P = {zg,21,...,2,} una
partizione dell’intervallo [a, b]. Poniamo

a;= inf f(z) e Bi= sup f(2)

[i—1,2; [Ti—1,m4)

Si chiamano somma integrale inferiore e superiore di f relative alla partizione P le
somme

Eazzle € Eﬁzzle

Naturalmente, la somma parziale inferiore ¢ semplicemente I'area A(Sy) della fun-
zione costante a tratti i < f “ottimale” costruita nel Paragrafo 1:

ﬁ(f,P):.A(Sf), Zaz Xy — T4j— 1

mentre la somma superiore & I'area associata alla funzione f
g(fv P) = ‘A(Sf)7 Zﬁz Ti — Tj— 1

Vediamo quindi che stiamo seguendo proprio il procedimento descritto nel Paragrafo 1
per approssimare ’area del sottografico di f.

LEMMA 2.3. Sia f : [a,b] — R una funzione limitata e siano Py e Py due partizioni
di [a,b]. Supponiamo che P, C Py; allora si ha

(2.1) S(f; ) < S(f; ) < S(f; P) < S(f; 1)
e quindi S(f; Ps) — S(f; Po) < S(f; P1) — S(f; Pr).

Dimostrazione. Consideriamo prima il caso molto semplice in cui P ha soltanto un
punto in piu rispetto a P;:

:{xo,...,xn}, P2:P1U{Z}, Tp—1 < 2 < Tg

per un certo k. Se chiamiamo come al solito ay Uinf di f sull'intervallo [zj_1, z]
e invece chiamiamo «}, aJ rispettivamente gli inf di f sui due intervalli piu piccoli
[zk—1, 2] e [z, z], chiaramente abbiamo oy, < o e ai < o, quindi

ap(ry — xp) < ap(z — 2p_1) + o (xg — 2).

Aggiungendo gli altri termini della somma parziale (che sono gli stessi per P, e P,)
otteniamo S(f;P1) < S(f;P2). Le altre disuguaglianze si dimostrano nello stesso
modo.

Nel caso generale P; si ottiene aggiungendo a P, un numero finito di punti, quindi il
precedente ragionamento applicato un numero finito di volte ci da la tesi (con il solito
argomento per induzione).
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OSSERVAZIONE 2.4. Se Pj, P, sono due partizioni qualunque di [a, b], la loro unione
P = P, UP, ¢ piu fine di entrambe, quindi dal lemma precedente otteniamo
S(f, P) <S(f,P) < S(f,P) <5S(f, Py).
In particolare si ha sempre _
§(f7P1) S S(f7P2)7
ossia le somme inferiori sono sempre minori o uguali alle somme superiori.

DEFINIZIONE 2.5. Sia f : [a,b] — R limitata. Si chiamano integrale inferiore e
superiore secondo Riemann della funzione f su [a,b] i due numeri

[ ta@de=suwps(r.P), [ fa)de = ing S5, P)

dove inf e sup sono calcolati al variare di tutte le partizioni P dell'intervallo [a, b].

Dall’osservazione precedente vediamo che l'integrale inferiore ¢ sempre minore o
uguale all’integrale superiore. Se i due integrali coincidono, diciamo che la funzione f
e integrabile secondo Riemann sull'intervallo [a, b], e scriviamo semplicemente

/abf(x)dx - /Lbf(x)dx - Zf(x)dx.

OSSERVAZIONE 2.6. Se la funzione f assume anche valori negativi, nelle somme
parziali a questi valori corrispondono dei termini «;(z; — x;_1) negativi:

FIGURA 6. L’integrale & I’area con segno.

In generale, faremo la convenzione che 'area di una regione che si trova al di sotto
dell’asse delle ascisse abbia un valore negativo Per esempio, I'integrale della funzione

FIGURA 7. L’integrale & I'area con segno.

sen(x) da 0 a 27 fa esattamente 0: 1'area da 0 a 7 ¢ positiva, quella da 7 a 27 negativa,
e le due aree si cancellano dando zero come totale. Il motivo di questa convenzione
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e che in questo modo l'integrale definito ha proprieta molto piu comode e utili: per
esempio, l'integrale di una somma di funzioni ¢ la somma degli integrali, I'integrale di
—f e Topposto dell’integrale di f, eccetera.

Esempio. Attenzione: non tutte le funzioni limitate sono integrabili secondo Rie-
mann. Un esempio ¢ la funzione di Dirichlet D(z) gia studiata nel primo Paragrafo.
Infatti per qualunque partizione P di [0, 1], ciascun intervallo I; della partizione con-
tiene sia numeri razionali, sia irrazionali, e quindi i numeri a; = inf;; D(z) sono tutti
uguali a 0 mentre i numeri f§; = supy, D(z) sono tutti uguali a uno. Pertanto si ha

S(D,P)=0, S(D,P)=1 per qualunque partizione P

e quindi
1 s
/ D(z)dx =0, / D(z)dz = 1.
CAUN 0
Vediamo che la funzione di Dirichlet D(z) non ¢ integrabile secondo Riemann su [0, 1].

Come facciamo a riconoscere se una funzione e integrabile secondo Riemann?

PROPOSIZIONE 2.7 (Criterio di integrabilita). Una funzione limitata f : [a,b] — R
¢ integrabile secondo Riemann su [a.b] se e solo se per ogni € > 0 esiste una partizione

P. di [a,b] tale che
(2.2) S(f.P)—5S(f,P) <e

Dimostrazione. Se f ¢ integrabile, fissato € > 0 possiamo trovare due partizioni Py,
P, tali che

b c . b c
SR> [ o= 5 o S(fiR) < [ fa)da

perché l'integrale di f ¢ uguale sia al sup delle somme inferiori sia all’inf delle somme
superiori. Se ora scegliamo P, = P; U P, abbiamo

S(f; ) < S(f; P.) < S(f; Po) < S(f; Po)
e quindi
_ — b € b €
S(/iP) = SUSP) <SP - 8P < [ f@)dnt §— [ fla)da+ §=e
Viceversa, supponiamo che valga la proprieta (2.2). Dato che

inf S(f; P) —sup S(f; P) < S(f; P-) — S(f: F)
P

vediamo che per ogni € > 0 si ha

inf S(f; P) —sup S(f; P) <
P
e quindi la differenza a primo membro deve essere uguale a zero, cioe f e integrabile.

Studiamo ora le proprieta principali dell’integrale di Riemann: la linearita

[ e+ gnar=c [ s+ [ g
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dove ¢ e una costante; la monotonia

f<g = / e < / ' gla)ia,

/abf($)d$:/acf(f)d5’3+/cbf($)dx, a<c<b

[ s < [ 1swyas

PROPOSIZIONE 2.8 (Linearita I). Siano f,g: [a,b] — R due funzioni integrabili su
la,b]. Allora anche f + g é integrabile su [a,b] e vale la formula

/ab(f(x) + g(x))dr = /abf(x)dx + /abg(x)dx.

Dimostrazione. Notiamo che se due funzioni sono definite su un insieme A, vale
sempre

Uadditivita

e la proprieta

sup(f +g) <sup f +supg.
A A A

Infatti per ogni x € A si ha f(x) + g(x) < sup, f + sup, g, e prendendo il sup in z
otteniamo la proprieta.

Dimostriamo il risultato. Sia P = {zy,...,xx} una partizione di [a,b], e sia [; =
[z;_1,%;]. Allora abbiamo
(2.3) sup(f +g) <sup f +supg.
i I I

Moltiplicando la (2.3) per (z; — ;1) e sommando su j otteniamo

(2.4) S(f+g,P) <S(f,P)+5S(g, P)
per qualunque partizione P.
Siano ora P;, P, due partizioni, e sia P = P; U P5. Dal Lemma 2.3 abbiamo

)
(. Py) + Slg.Pa) 2 5(5.P) + 5. P) 2 5(7 +9.P) 2 [ (1 + )i
Prendendo l'inf al variare di tutte le partizioni P, e P,, otteniamo

ff(:c)dx + fg(x)d:v > Z(f + g)dx

Esattamente allo stesso modo si dimostra la disuguaglianza

/f dx+/ ()dx</ab(f+g)dx

Mettendo tutto insieme abbiamo

/f d:z:+/ ()da:</ab(f+g)d:c</ab(f+gd:c< fa da:+/abg( dz

Dato che f, g per ipotesi sono integrabili, il primo e I'ultimo termine coincidono e quindi
queste disuguaglianze sono tutte uguaglianze. Ne segue che anche f + ¢ ¢ integrabile,
e l'integrale coincide con la somma degli integrali.
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PROPOSIZIONE 2.9 (Linearita II). Sia f : [a,b] — R una funzione integrabile su
[a,b] e sia ¢ € R. Allora anche la funzione cf é integrabile su [a,b] e f: cf(z)dr =

cf;f(x)dx

Dimostrazione. Se ¢ =0 non c’¢ nulla da dimostrare.
Supponiamo ¢ > 0. Presa una qualunque partizione P = {x,...,zy}, abbiamo

sup cf=c- sup f

[zj-1~2;] [zj-1~;]
e moltiplicando per (z; — x;_1) e sommando su j otteniamo
g(cf,P) :Cg(f,P)

Prendendo l'inf al variare di tutte le partizioni P, otteniamo quindi

f(e f)dz = cf fdz.

Esattamente allo stesso modo si dimostra che

/Lb(cf)dx = c/ibfdx

ed essendo f integrabile otteniamo subito la tesi.
Se invece ¢ < 0 abbiamo

sup c¢f =c- inf f

[zj—1~2;] [2j—1—2;]

e quindi come prima
S(cf,P)=c-S(f,P).

Prendendo l'inf su tutte le partizioni P otteniamo

b b
/ (cf)dx = infle - S(f. P)) = ¢ supS(f, P) = ¢ / fde.
a P P Ja_

Allo stesso modo si dimostra che

/ab(cf)dx = cffd:c

ed essendo f integrabile otteniamo subito la tesi.

PROPOSIZIONE 2.10 (Monotonia). Siano f,g : [a,b] — R integrabili secondo Rie-
mann su |a,b], e supponiamo che f(x) < g(x) per tutti gli x. Allora si ha f;f(x)dx <

[ g9(x)da.

Dimostrazione. Basta osservare che, per qualunque partizione P = {zg,...,zn},

inf f< inf g

[zj—1,7;] [zj—1,7;]
e quindi
S(f,P) < S(g,P).

Prendendo il sup in P otteniamo la tesi.
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PROPOSIZIONE 2.11 (Additivita). Sia f : [a,b] — R limitata e sia ¢ un punto di
(a,b). f é integrabile secondo Riemann su [a,b] se e solo se é integrabile sia su [a,c]|
sia su [c,b]. In tal caso vale la formula

/abf(x)dx - /acf(m)dx+ /be(x)dx.

Dimostrazione. Supponiamo che f sia integrabile su [a,b]. Per il criterio di inte-
grabilita, dato € > 0 esiste una partizione P, di [a, b] tale che

S(f,P)—S(f, P) <e.
Consideriamo la partizione P = P, U {c}. Dal Lemma 2.3 abbiamo
g(fap) _§<f7P) Sg(f7pe) _ﬁ(f7pe) <€

Notiamo che si ha
N

S(f,P)=S(f,P) = (B — aj)(x; — xj-1)

=1
e tutti i termini della somma sono positivi; quindi se scriviamo P = P, U P, dove Py

¢ una partizione di [a, c] e P, una partizione di [c, b], e scartiamo dalla somma tutti i
termini relativi all’intervallo [c, b], otteniamo

S(f.P)) = S(f.P)) <S(f.P)—S(f.P) <.

Quindi abbiamo verificato il criterio di integrabilita sull’intervallo [a, c|, ossia la fun-
zione f & integrabile secondo Riemann sull’intervallo [a, ¢]. Analogamente si dimostra
che f & integrabile su [c, b].

Viceversa, supponiamo che f sia integrabile su [a, c] e su [b, c]. Allora per il solito
criterio, fissato € > 0, possiamo trovare una partizione P; di [a, c| e una partizione P,

di [c, b] tali che
S(f.P) = S(f.P)<e,  S(f,P)—S(f ) <e.
Se uniamo le due partizioni otteniamo una partizione P = P;UP; di [a, b] e si ha subito
S(f,P) = S(f,P) =5S(f,P) = S(f, P) + S(f, P,) = S(f, P») < 2¢.

Pertanto il criterio e verificato anche su [a, b] e la funzione f & integrabile su [a, b].

Resta da dimostrare la formula. Sia P una qualunque partizione di [a, b], sia P’ =
P U {c}, e scriviamo P’ = P, U P, come unione di una partizione P, di [a,c] e una
partizione P, di [c, b]. Abbiamo allora

—Fc b
/ fdo+ / fde < S(f, P) + S(f, B) = S(f. P') < 5(/. P)

e prendendo l'inf in P otteniamo

ffdijffd:cgffdx = /acfdx—l—/cbfdxg/abfd:v.

La disuguaglianza opposta si dimostra allo stesso modo usando le somme inferiori.

E prassi comune estendere la notazione dell'integrale definito ponendo

/b“ f(z)de = — /abf(x)dx, /aa f(z)dz = 0.
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Con queste definizioni, il simbolo fa ha senso sia se a < b, sia se a = b, sia se a > b. Si
vede facilmente che allora la formula

/abf(:v)dyg _ /acf(x)d:ch/cbf(x)dx

e valida per tre punti a, b, ¢ in quaunque posizione, non necessariamente nell’ordine
a<c<b.

PROPOSIZIONE 2.12. Sia f : [a,b] — R una funzione integrabile secondo Riemann
su [a,b]. Allora anche la funzione |f| é integrabile su [a,b], e vale la disuguaglianza

[ sl <[5y

Dimostrazione. Notiamo che se f: A — R, si ha sempre

sup|f| — inf |f| < sup f — inf f.
A A A A

(anche se f assume valori negativil). Infatti per tutti i punti z,y € A si ha
f(x) = f(y) SSljlpf—iII}‘ff e [fly)— f(z) Ssgpf—igff

e questo vuol dire |f(z) — f(y)| < supy f — inf4 f. Ma allora dalla disuguaglianza
triangolare abbiamo

[f@)] = fW)] < |f(z) = fly)| < sg‘pf — inf f

e quindi
sup | f| —inf [f] = sup [[f(z)] = [f(y)[] < sup f —inf f
A A

z,y€A
come volevasi dimostrare.
Sia P = {zo, ..., xy} una qualunque partizione di [a, b] e sia [; I'intervallo [z;_1, z;].
Come dimostrato sopra, possiamo scrivere

sup | f| — inf |f| < sup f — inf f.
I; I; 1; I;

Ora moltiplichiamo la disuguaglianza per (z; —x;_1) e sommiamo su j. Otteniamo che
per qualunque partizione P vale la disuguaglianza

S(IfI,P) = S(IfI. P) < S(f, P) = S(f, P).

f € integrabile per ipotesi, quindi, grazie al criterio di integrabilita, per ogni € > 0
esiste una partizione P, tale che

S(IfI, Pe) = S(f1, Pe) < S(f, P) — S(f, Pe) <e

e quindi, sempre per il criterio, anche |f| & integrabile.
Infine notiamo che dalla disuguaglianza

—[f(2)] < fz) < |f(z)|

e dalla monotonia dell’integrale si ha subito

- / ' fe)ld < / eyt < / @)l

e questa ¢ esattamente la disuguaglianza da dimostrare.
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ESERCIZIO 2.1. Sapreste trovare una funzione non integrabile secondo Riemann
ma tale che | f| invece ¢ integrabile? (Suggerimento: € una variazione della funzione di
Dirichlet D(x), che assume valori +1 e —1 invece che +1 e 0. Quando se ne prende il
modulo la funzione ottenuta vale sempre +1...)

3. Classi di funzioni integrabili

Una volta definito 'integrale e studiate le sue proprieta principali, il secondo pro-
blema ¢ determinare classi sufficientemente ampie di funzioni integrabili, in modo da
potere applicare la definizione. Per dimostrare che una certa funzione f e integrabile
useremo sempre il Criterio di Integrabilita: mostreremo che per qualunque € > 0 si puo
trovare una partizione P, di [a,b] tale che

?(f,PE) _§(f;Pe) < Ce
dove C' ¢ una costante fissata (ma che non dipende da € o dalla partizione!).

Integrabilita delle funzioni monotone. La prima classe che consideriamo ¢
quella delle funzioni monotone.

TEOREMA 3.1. Se f : [a,b] — R monotona, allora essa ¢ integrabile in [a, b].

Dimostrazione. Consideriamo il caso di una funzione crescente (il caso decrescente
¢ analogo). Anzitutto, la limitatezza di f ¢ automaticamente verificata, dato che

fla) < f2) < f(B) Vo€ fab.
Inoltre, data una partizione P = {x¢,...,z,}, sup e inf di f sugli intervalli I; =

[z;_1, x;] sono raggiunti agli estremi:

o; = igff(x) =flzi) e fi=sup fz) = fz:).

I

Quindi le somme integrali di f si scrivono come
S(f; P) :Zf(%—l)(%—%—ﬂ € S(f; P) :Zf(fi)(%—%—l)'
i=1 j

e la loro differenza si puo stimare nel modo seguente:
S(f;P) = S(f;P) =Y [f(@:) = flaimy)] (2 — 7i1)
i=1

Indicando con |P| 'ampiezza di P, cioe il massimo delle lunghezze x; — x;_1, si ha
S(f; P) = S(f; P) < [PIY_ [f(z:) = f(xia)] = [P [F(b) = f(a)].
i=1

A questo punto, per ogni € > 0 basta prendere una partizione P, con ampiezza |P.| < €
per ottenere _
S(fs P) = S(f; P) < (f(b) = fla))e

e per il criterio di integrabilita possiamo concludere che f e integrabile.

A partire dalle funzioni monotone e possibile costruire una classe molto ampia di
funzioni integrabili. Consideriamo ad esempio una funzione f definita in [a, b] tale che,
per qualche ¢ € [a,b], la funzione f ¢ crescente in [a,c| e decrescente in [c,b]. Dal
Teorema precedente sappiamo che f ¢ integrabile su [a, ] ed ¢ integrabile su [c,b]; e
quindi dalla Proposizione 2.11 concludiamo che f ¢ integrabile su tutto [a, b].
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Con una costruzione analoga, si mostra che tutte le funzioni con un numero finito di
cambi di monotonia sono integrabili. Si noti che quasi tutte le funzioni considerate in
questo corso rientrano in questa classe . Ad esempio, tutti i polinomi e, piu in generale,
tutte le funzioni razionali sono integrabili secondo Riemann su un intervallo [a,b] (se
il denominatore non si annulla su [a, b]).

Integrabilita delle funzioni continue. La seconda classe che consideriamo e
quella delle funzioni continue. Introduciamo anzitutto una nozione leggermente piu
forte della continuita.

Ricordiamo che f & continua in un punto yg se

lim f(z) = f(yo)-

T—Yo

Dalla definizione di limite, questo equivale a dire: per ogni € > 0 esiste 6 > 0 tale che
(3.1) |f(z) — f(yo)| < € per tutti gli = € I tali che |z — yo| < 9.

La nuova definizione ¢ la seguente:

DEFINIZIONE 3.2. Sia f : I — R una funzione definita su un intervallo I C R. La
funzione si dice uniformemente continua su I se per ogni € > 0 esiste 0 > 0 tale che

(3.2) |f(z) — f(y)| < e pertutti gli z,y € I tali che |z —y| < 6.

Confrontando la (3.1) con la (3.2), vediamo subito che se una funzione e uni-
formemente continua in un intervallo allora essa e anche continua in ogni punto ¥
dell’intervallo: basta “tenere fermo” il punto y = ¥y, e applicare la definizione.

Ma la proprieta (3.2) & piu forte della (3.1). Infatti il numero 0 nella nella (3.1)
dipende dal punto yy; cambiando punto yg, potrebbe essere necessario rimpicciolire §
perché la (3.1) sia soddisfatta. Al contrario, nella (3.2) il parametro 0 ¢ lo stesso per
tutti i punti y dell’intervallo: la funzione ¢ “ugualmente continua” in tutti i punti.

C’¢ un caso particolarmente importante in cui le due definizioni coincidono: quando
I'intervallo I & chiuso e limitato, ossia I = [a,b]. Vediamo i dettagli.

TEOREMA 3.3 (Heine-Borel). Una funzione continua su un intervallo [a,b] chiuso
e limitato é anche uniformemente continua

Dimostrazione. Procediamo per assurdo. Supponiamo che f non sia uniformemente
continua. Negando la definizione, otteniamo: esiste ¢y > 0 tale che per ogni 6 > 0
possiamo trovare x,y € [a, b] che verificano

[z —yl <6 ma [f(z)—fy)= e
Applichiamo questa proprieta scegliendo successivamente § = % con n > 1 intero;
quindi per ogni n otteniamo due punti x,,,y, € |a,b] tali che
|0 = Yn| < % ma | f(zn) = f(yn)| = €o.

Per il Teorema di Bolzano—Weierstrass, possiamo estrarre da z,, una sottosuccessione
Tk, convergente

Ty, — T € [a,b].
Analogamente, possiamo estrarre da g, una sotto—sottosuccessione convergente

Yni, — Y € [a,b].
Naturalmente abbiamo anche xp,, — 7. Osserviamo adesso che per costruzione

1
|mhkn _yhkn| < h_ —0
k

n
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e quindi passando al limite otteniamo
T —7y|=0 ossia T=7.

In altri termini, le due successioni estratte convergono allo stesso punto * = y. D’altra
parte abbiamo anche

|f($hkn) - f(yhkn” Z €0
e dato che la f e continua, passando al limite otteniamo
/(@) = f(@)] = e >0
il che evidentemente ¢ assurdo.
Armati del Teorema di Heine-Borel, siamo in grado di dimostrare il risultato
seguente:

TEOREMA 3.4. Sia f : [a,b] — R una funzione continua. Allora f é integrabile
secondo Riemann su [a, b].

Dimostrazione. Se P ¢ una partizione di [a,b], di punti a = zg < a; < --- < xy = b,
possiamo scrivere come al solito

S(f.P)=S(f,P)= Z(@- — ;) (@i — i 1)

dove

= i?f f B; = sup f, I =[xy, 2.
i I;

Dato che f ¢ continua, per il Teorema di Weierstrass essa ha massimo e minimo su
ciascun intervallo I;, quindi possiamo trovare p;, ¢; € I; per cui

a; = f(pi), Bi = [(q)-
Notiamo che p; e ¢; appartengono allo stesso intervallo I; e quindi abbiamo
lpi — @il < |P|

dove |P| ¢ 'ampiezza della partizione P.

Ora, fissiamo € > 0 e applichiamo ora il Teorema di Heine-Borel: la funzione f &
in realta uniformemente continua, quindi esiste 6 > 0 tale che se |z — y| < J allora
|f(z)—f(y)| < €. Sescegliamo una qualunque partizione di ampiezza | P| < §, mettendo
tutto insieme otteniamo

Ipi — | <|P| <6 equindi B —oa; =|f(q)— f(p)| <e

In conclusione
N
S(f,P)—=5(f,P) sz Bi— i) (@i — wi1) < €y (w—xim1) = €(b— a)

e quindi f ¢ integrabile su [a,b]. 4
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4. Teorema della media integrale

Avviciniamoci al risultato pit importante della teoria (il Teorema Fondamentale
del Calcolo). Un passaggio importante é il risultato seguente.

TEOREMA 4.1 (Teorema della Media Integrale). Sia f : [a,b] — R continua. Allora

esiste & € [a, b] tale che
1 b
=5 a/a f(x)dx

Dimostrazione. Per il teorema di Weierstrass, esistono due punti p,q € [a, b] tali che

f(p)ZmZ%}élf, flg) =M = n[f;abe

(4.1)

La funzione f soddisfa
m < f(z) < M pertutti gli =z € [a,b].

Quindi, per la monotonia dell’integrale, possiamo scrivere

m(b—a):/abmdxg/abf(x)dxg/abMd:v:M(b—a)

e dividendo per b — a otteniamo

< b_a/abf(:c)d:cSM.

= ﬁ/abf(x)dx

¢ intermedio fra il minimo m e il massimo M di f. Ma allora, per il Teorema dei Valori
Intermedi, esiste un punto £ € [a, b] nel quale la funzione assume il valore 1 e questo
conclude la dimostrazione.

In altri termini, il numero

y y=f(x)

b
FIGURA 8. Significato geometrico della stima m(b — a) < [ f(z)dz < M(b— a).

u——/f

si chiama la media integrale di f su [a,b]. Il Teorema precedente si puod riassumere
dicendo: la media integrale di una funzione continua f ¢ un valore intermedio fra il
minimo e il massimo di f, e quindi tale valore viene assunto dalla funzione almeno in

Il numero
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un punto dell’intervallo. Nel caso di una funzione non negativa f, il teorema equivale
ad affermare che esiste un rettangolo di base [a, b] ed altezza f(£) che ha la stessa area
del sottografico di f in [a, b].

Si noti che la formula (4.1) & valida anche scambiando b con a, semplicemente perché

b—a/f a—b/b J(w)de

Controesempio. Se la funzione f non & continua su tutto [a,b], il Teorema della
media potrebbe essere falso. Ad esempio, si consideri la funzione

—1 r <0,
flz)=sgnz=4¢ 0 x =0,
+1 x>0,
definita sull’intervallo [—1,2]. Allora f ¢ integrabile (¢ monotona), e si ha
! /2 (x)d L (—1+2) L
= n = — | — = —.
H=o Ty ) B W=y 3

Tuttavia, ; non appartiebe all’immagine della funzione sgn .

Il nome “media integrale” discende dal fatto che il valore p € una naturale generalizzazione

della media aritmetica. La media aritmetica di n quantita fi, fa, ..., fn si definisce come
fitfot-+/n
n

Nella costruzione dell’integrale di una funzione in un intervallo, se usiamo una partizione in
n intervalli della stessa lunghezza (b — a)/n e scegliamo dei punti &; € (z;—1,;), otteniamo
come valore approssimato dell’integrale la quantita

foz T — Tj— 1) (b—a)f(£1>+f(§2)++f(£n)

n

La media aritmetica di f(&1),..., f(&§,) € pari a

f&)+ -+ f(&n) _ ng

n - _xi—l)a

che, per z; — ;1 — 0 converge proprio alla medla mtegrale.

5. Teorema fondamentale del calcolo integrale

Arriviamo ora al risultato pit importante del calcolo (non a caso si chiama il Teore-
ma Fondamentale). Esso rivela che, in un senso opportuno, il calcolo di un integrale &
I'operazione inversa della derivata. Dato che siamo in grado di derivare tutte le funzioni
elementari, questo risultato ci mette a disposizione una quantita enorme di metodi di
integrazione: basta leggere al contrario una tabella di derivate per avere una tabella di
integrali.

L’idea chiave & la seguente: data una funzione integrabile f : [a,b] — R, invece di
considerare l'integrale definito su [a, b] cioe il numero fab f(z)dz, definiamo una nuova
funzione facendo variare uno degli estremi di integrazione:

(5.1) gzﬁ(x)—/xf(t)dt, veab.

La nuova funzione ¢ : [a,b] — R si chiama la funzione integrale di f.
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Alcune proprieta della funzione integrale si verificano facilmente. Ad esempio, dato
che f & integrabile e quindi limitata, ossia | f(z)| < M per una opportuna costante M,
possiamo scrivere per tutti i punti x < y nell'intervallo [a, b]

!M@—é@ﬂzhﬁ?dwté/wwwwti/?Mﬁzﬂﬂx—w

Scopriamo cosl che la funzione integrale di una f integrabile ¢ Lipschitziana, con una
costante di Lipschitz uguale alla costante M che maggiora |f|. In particolare, ¢ ¢
sempre una funzione continua.

Ma si puo dire molto di piu. Mostreremo adesso che se f e una funzione continua
allora la sua funzione integrale ¢ addirittura derivabile, e la derivata di ¢ e proprio f.
Introduciamo un nuovo termine: diciamo che

F & una primitiva di f se F' = f.
Ad esempio, sen x € una primitiva di cosz, e Inz € una primitiva di %

TEOREMA 5.1 (Teorema Fondamentale del Calcolo Integrale). Data una funzione
continua f : [a,b] — R e un punto « € [a, b], sia

o(z) = /f(t) dt x € [a,bl.

Allora la funzione ¢ é derivabile in (a,b) e ¢'(x) = f(x), ossia ¢ & una primitiva di f.
Tutte le altre primitive F' di f si scrivono nella forma

ﬂ@:d@+0:/ﬂwﬁ+c

dove C' ¢é una costante.

Dimostrazione. Il rapporto incrementale di ¢ nel punto x ¢ uguale a
z+h T

o1 =) _ 1 [ swa— [ rwa :%fo@ﬁ

(I'ultima uguaglianza ¢ conseguenza delle proprieta di additivita dell’integrale). Dato
che la funzione f & continua, e possibile applicare il Teorema della Media Integrale,
sull’intervallo [z, z + h] quando h > 0 oppure sull’intervallo [z + h, 2] quando h < 0:
otteniamo che esiste un punto £ compreso tra x e x + h tale che
¢(z +h) — ¢(x)
h
Per h che tende a 0, £ tende ad x e, dato che f e continua, }lllir(l) f(&) = f(x). In

conclusione

= f(&) (¢ compreso tra x e x + h).

oz +h)—ox)
= 1 =
lim . lim f(&) = f ()
e quindi ¢ ¢ effettivamente una primitiva di f.
Supponiamo ora di avere una seconda primitiva F' di f. Questo vuol dire che

Fr=fe¢=f,equndi (F—¢)=f—f=0
ossia la differenza F'—¢ ha derivata identicamente nulla e quindi € una funzione costante
C, e questo dimostra anche 'ultima affermazione.
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EsEmPIO 5.2. Naturalmente se f ¢ integrabile ma non continua, la sua funzione
integrale potrebbe essere non derivabile (anche se e sicuramente continua e anzi Lipschi-
tziana, come dimostrato sopra). Consideriamo ad esempio la funzione f(x) = sgn z,
che e continua a tratti con un unico punto di salto in x = 0. Calcoliamo la sua funzione
integrale: si ha subito

>0 = gb(x):/oxsgn(t)dt:/ozldt:x
r<0 = (b(:l:):/oxsgn(t)dt:/ox(—l)dt:—x.

Quindi la funzione ¢(z) ¢ la funzione modulo: ¢(z) = |z|, che non & derivabile in z = 0.

Il Teorema fondamentale del calcolo afferma che se f € una funzione continua la

sua funzione integrale ¢ € una primitiva di f cioe soddisfa ¢ = f. In pratica, il
Teorema afferma che la derivazione & 'operazione inversa dell’integrazione (in un senso
opportuno).

L’insieme di tutte le primitive della funzione f si indica con

/ f(z)dx e spesso si scrive esplicitamente / f(z)dx + C,

e si chiama integrale indefinito di f. Si noti bene che l'integrale indefinito di una
funzione indica una classe di funzioni, e non una singola funzione, pero tutte le funzioni
della classe differiscono tra loro solo per una costante additiva.

Attenzione: conosciamo gia moltissime primitive! (E questo il bello del Teorema
Fondamentale del Calcolo). Ogni regola di derivazione che conosciamo ci fornisce una
regola per calcolare una primitiva. Esempi:

(sen z)" = cosx equivale a /cos rdr =sen x4+ C

1 1
(Inz) = - equivale a /—, de=lnz+C
T T

1+ a2 14 2?2
eccetera. Studieremo come calcolare integrali indefiniti e definiti nei prossimi paragrafi.

1 1
(arctan )" = equivale a / dxr = arctanx + C

Primitive e calcolo degli integrali definiti. Esaminiamo in dettaglio come si
applica il Teorema Fondamentale al calcolo degli integrali. Ricordiamo I'ultima formula
del Teorema: qualunque primitiva di f si scrive nella forma

F(:v):/f(t) dt+C

dove abbiamo scelto come primo estremo di integrazione o = a. Se poniamo x = a,
I'integrale si annulla, e otteniamo F(a) = C. Quindi la formula si scrive in modo
equivalente

Fz) - Fla) = / " rt.

Se infine scegliamo proprio x = b, otteniamo una formula per l'integrale definito di f:

(5.2) / F(#)dt = F(b) — Fla).
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Molto spesso si usano le notazioni abbreviate

Flg o [F];

a

per indicare la differenza F(b) — F(a).

Allora la ricetta per calcolare un integrale definito fab f(z)dz & molto seplice:

(1) trovare una primitiva F di f, ossia calcolare [ f(z)dx
(2) calcolare la differenza F|° = F(b) — F'(a), che per la formula (5.2) & proprio
I'integrale definito di f.

Naturalmente, tra il dire e il fare... Il passo difficile ¢ (1): non sempre ¢é facile trovare
una primitiva di f ossia una funzione F' la cui derivata ¢ proprio f. Il passo (2) invece
¢ un calcolo meccanico e non presenta problemi.

Vediamo un esempio. Nel primo paragrafo abbiamo calcolato “a mano”, con una
certa fatica, 'integrale

’ 1
/ v dr = §<b3 —a®).

Utilizzando il Teorema Fondamentale il calcolo diventa banale:

2 2

(1) una primitiva di f(z) = 2? & evidentemente F(x) = 32°, dato che (52°) = =

soqs b2y 1,31 133 1.3

(2) quindi [ 2*dz = 32°|) = 50° — 3a°.
Quasi indolore. Anzi, possiamo calcolare 'integrale di qualunque potenza x®, una
cosa che probabilmente non saremmo riusciti a fare “a mano”: basta osservare che per

a#—1
/
1 xa—i—l :xa
a+1 ’
1

ossia F(x) = 922:1 e una primitiva di f(z) = 2%, e quindi
1

b
1 b
/ 2% dr = —— 2*T | = ——(b*T — g~ a#—1.
a a+1 a a+1

Nello stesso modo possiamo ottenere formule di integrazione per altre funzioni. Ad
esempio, (sen x)’ = cosz, e percio

/2
/ cosx dr = sen x
0
13

Si suggerisce di confrontare 'ultimo calcolo con quello molto piu complesso fatto “a
mano” dello stesso integrale. Il Teorema Fondamentale rende banali molti calcoli di
aree che con metodi geometrici sono impervi o addirittura impossibili.

/2
= sen(m/2) —sen 0 = 1.

0

6. Metodi di calcolo per gli integrali

Dedichiamoci ora al calcolo di integrali. Abbiamo visto che il problema principale
da risolvere ¢ il calcolo di una primitiva. Anzitutto, raccogliamo in una tabella quell che
sappiamo gia. Riscrivendo le regole di derivazione elementari sotto forma di primitive,
abbiamo:

a+1 d
/xadx: T4 costante Va#£ -1, —x:1n|z|—|—0
a+1 T
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/senxdx=—cosx+6’, /cosxdx:senx+0,
&l’
/e‘”dazzez%—C’, /afcdx: + C,
Ina
dx
= arctan x + C, cdr =cx+ C, c costante
1+ 22
dx senx dx cosS T
=tgr+C = + C, =—cotx+C =— +C,
cos? x CoS T sen?x senx

= arcsenz + C, = —arccosz + C

/ dz / dz

N V1—a?
(notare che spesso invece di scrivere [ -+ Ty si scrive f ; trattando il simbolo dz
come se fosse un fattore: e una notazione tradizionale, come ce ne sono parecchie nel

Calcolo).
Inoltre, grazie alla linearita dell’integrale, anche combinazioni lineari di funzioni di
cui si conosce la primitiva, possono essere integrate esplicitamente, dato che

[t +gtenis = c [ s+ [ gar

/(1+2x+36x)dx:/1dm+2/xdm+3/emdx:x+x2+361+0.

Ad esempio,

Si puo essere soddisfatti: per un buon numero di funzioni ¢ possibile conoscere la
famiglia delle primitive. Ma questo non vale per tutte le funzioni: si puo dimostrare
che esistono combinazioni di funzioni elementari la cui primitiva (che esiste per i Teo-
remi che abbiamo dimostrato) non si puo rappresentare come combinazione di funzioni
elementari. Si tratta di un fenomeno molto simile alla non risolubilita delle equazioni
di grado maggiore o uguale a 5 (e infatti la teoria che se ne occupa si chiama Teoria
Differenziale di Galois) L’esempio pitt semplice ¢ dato dalla funzione f(z) = e la cui
primitiva Erf(z fo —*dt non si puo rappresentare come combinazione di funzioni
elementari. Chlaramente questo ¢ un modo per “generare nuove funzioni elementari”
(e se ci fate caso, dalla tabella precedente si vede che anche In,sen, cos, tg si possono
generare a partire da integrali di funzioni ancora piu elementari).

Potremmo aggiungere alla lista precedente alcune altre regole di uso frequente.
Dalla regola (/™) = e/ f'(z) otteniamo

/f =@ 4 C
mentre dalla regola (In |f(x)|)’ J;,(;)) otteniamo
f'(x)
——dr =In|f(x)| + C.
/ f(z)

Attenzione: I'ultima formula, come anche la formula [ Cft—x = In |z|+ C, va applicata
con cautela, nel senso seguente: posso scrivere senz’altro

2
d
/ﬁ—:mm
LT

2
=ln2—-Inl1=1In2
1
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-3
/ d_ In |x|
-5 X

2

oppure
-3

3
=n3—-Inb5=In-_.
n n n e

-5
Me non posso scrivere

2
d

/ — =In|z|

_137

perché la funzione f(x) = L non é limitata sull’intervallo [a,b] = [—1,2] e quindi

non ¢ integrabile secondo Riemann su tale intervallo (non ¢ neanche definita in 0).
La formula per 'integrale di 1/x si puo applicare solo su un intervallo [a,b] che non
contiene 0. Analogamente, la formula epr l'integrale di f'/f si puo utilizzare solo se f
non si annulla nell’intervallo [a, b].

=In2—-Inl=1In2 NO!

-1

Studiamo ora in dettaglio i principali metodi di integrazione. Ricordare sempre che
ogni metodo di integrazione non e nient’altro che un metodo di derivazione letto al
contrario.

6.1. Metodo di sostituzione. La formula di derivazione di funzioni composte si
scrive

(Fo() = F(6@)¢'(x).
Quindi F(¢(x)) € una primitiva di F’'(¢(x))¢'(x), cioe

(6.1) [ Fo)e @) ds = Flow) + C.

Con questa semplice osservazione, possiamo gia risolvere molti problemi nuovi. Ad
esempio, qual & una primitiva di senzcosx? Se ¢(x) = senz e F(t) = %tQ, allora
F'(t) =t,

F'(¢(z)) =senx, ¢'(x)=cosx

e quindi

/senx coszdr = /F’(gzﬁ(x))gb’(x) dr = F(¢(z)) +C = %sen% + C.

Adesso 'integrale definito e calcolato con facilita:

1 1 11
_ 2 o 2
Ssenx COS$d(L’ = —Senxr = — Sen 1.
0 2 o 2

Scrivendo f(z) := F'(x), la formula (6.1) si puo riformulare come

(6.2) /f(¢(x))¢’(x) dx = /f(t) dt (formula di sostituzione, I versione)

Questa formula esprime come si trasforma ’espressione dell’integrale passando dalla
variabile di integrazione x alla nuova variabile t = ¢(z). L’operazione si puo ricordare
mnemonicamente cosi: se chiamo ¢(z) = ¢, allora devo sostituire formalmente dt =
¢ (x) dx:

t=¢(z) = “dt = ¢l(x)dx’.

“won

(L’uso delle virgolette sta a sottolineare che non ¢ stato dato senso ai simboli dt
e dx fuori dall’integrale; la regola sopra scritta ¢ solo formale). Se F’ = f, cioe se si
conosce una primitiva di f, l'integrale a destra in (6.2) ¢ pari a F\(t) + C con C € R
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e, per trovare la primitiva della funzione di partenza f(¢(x))¢'(x) basta sostituire al
posto di ¢ la funzione ¢(x) del cambio di variabile:

[ fotns @ ds = [ siede =P+ € = o) + C.
Ad esempio, ponendo t = z2,
/2xsen(az2) dx = /sen(t) dt = —cost + C = — cos(z?) + C.

La domanda naturale e: come individuare una decomposizione della funzione integran-
da del tipo f(¢(x))¢'(x)? Un metodo generale non c’¢, anche se con un po‘ di pratica
si impara a fare questo passaggio senza problemi.

Anche per gli integrali definiti esiste una formula di sostituzione del genere della
(6.2). Integrando in [a, f] la relazione F'(¢(z))¢' (),

B B
| Pode) s = [ (Fow) d = Fo) - Fo):

07

Ponendo a = ¢(«) e b = ¢(5),

Quindi otteniamo la formula

/ Pty dt = / " (o) (a) e,

che, chiamando come prima f := F’, puo essere riscritta come

»(8) B
(6.3) /¢( | f(t)dt = / f(o(x))¢' (x) dx (formula di sostituzione, II versione)

Detto altrimenti: se si vuole applicare il metodo di sostituzione direttamente ad un
integrale definito, bisogna ricordarsi di cambiare anche gli estremi di intergazione,
sempre secondo la sostituzione t = ¢(x).

1 t
/ o
o 1+ e

utilizzando la sostituzione ¢ = Inz. Dato che ¢(z) = Inz, ne segue ¢'(z) = 1/x e

quindi
/1 et p /'B T 1d /ﬁ dx
——dr = —dx = )
0o 1+e? o 1+222 o 1422

Rimangono da calcolare a e 3:

[zdazhe = {527

EsEMPIO 6.1. Calcoliamo

In definitiva

Lot ¢ dz T
——dt = = arctane — arctan 1 = arctane — —.
o 1+e% . 1+ 22 4
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Esempi. Sia ¢ una funzione derivabile. Calcoliamo

¢/

Ponendo x = ¢(u), si ha dz = ¢'(u) du, qulndl

¢, :/?:ln|x|+C:ln|¢(u)\+C’.

Ad esempio,

d —
/ ’ =In|lnz|+C, /tgxd:z::—/ Senxdx:—ln|c08$|+0.

rlnzx COS T

Allo stesso modo, ponendo = = ¢(u),

/[gb(u)w’(u) du = /x dz = O‘fjl +C= oz—ll—l B +C a1

Ad esempio,

1
1 sen
La formula di sostituzione € sempre conveniente nel caso di funzioni composte di cui
I'ultima sia lineare: ponendo x = au + b

/fau+b /f

Non ¢ detto che l'integrale di destra sia risolvibile, ma l’espressione ¢ comunque piu
semplice. Vediamo un esempio di questo genere

1 1 1 1 1
—d = — d = —¢ = _t 2 '
/COS2(2u—|—3) Y Q/COSQx z ng—i-C' Qg(u+3)+c

e 4 O,

/senkx cosxdr =

Ancora un’espressione per la formula di sostituzione. Spesso ci si trova a
lavorare con espressioni della forma

[ hiotudn

dove 'integrando é una funzione composta h(¢(u)), senza il fattore moltiplicativo ¢ (u).
E’ possibile applicare la sostituzione z = ¢(u)? E, in caso affermativo, in che modo?
Se la funzione ¢ e invertibile tutto fila liscio, occorre solo un po’ di pazienza. Sia ¢ la
funzione inversa di ¢,

Y=ot
e chiamiamo f(u) := . Allora, con il cambio di variabile u = ¢(z),
/ ) du = /f ) du = /f x)dr = /h(m)w’(x) dr.
dato che f(i(x)) = h(¢ = h(x). Guardando il primo e l'ultimo termine:

/h(gb(u)) du = /h(a:) Y (z) du. (formula di sostituzione, III versione).

Nel caso di integrali definiti occorre cambiare gli estremi di integrazione coerentemente
con la nuova variabile introdotta:

b #(b)
/ h(p(u)) du = / h(x) ' (x) dx. (formula di sostituzione, IV versione).
a é(a)
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EsERciz1O 6.2. Calcolare I'integrale indefinito
/ (1+e")*da.
Soluzione. Poniamo t = 1+ ¢, allora 2 = In(t—1) e dz = 15 dt. Quindi

/(1+e$)2dx/ r dt
) t=1

Datochett_il:t—i—l—kt_%,

1 1
/(1+ex)2dm:/(t+1+t_1) dt:§t2+t+ln\t—1\+c

1 1
:5(1+e¢)2+1+el’+x+0:§e2x+2e9"’+x+(}.

Si sarebbe anche potuto procedere scrivendo la funzione integranda nella
forma (1 + e%)? =1+ 2e® + 2%,

EsErcizio 6.3. Calcolare 'integrale indefinito

/ cos? z dz.

Soluzione. Dato che cos(2x) = 2cos®x — 1,

1 1 1
2 _ 1 _Z bl
/cos rdr = 5 /(cos(Q:c) +1) dx 5 /cos(Qx) dx + 5%

Ponendo t = 2z,

1 1 1
/cos(2x) dx = 5 /costdt = isent +C = isen(Qx) + C =senzcosx + C.

Quindi
1
/cos2 xdr = 3 (senzcosx + x) + C.

EsERcizio 6.4. Calcolare I'integrale definito

w/2
/ cos® z dx.
0

Soluzione. Procedendo come sopra l'integrale puo essere riscritto nella
forma

w/2 1 w/2 1 w/2
/0 cos? z dx = 3 /0 (cos(Qx) + 1) dr = 5 /0 cos(2z) dx + Z

Poniamo nell’integrale ¢t = 2x:

w/2 1 ™ 1 g
/ cos(2x) dx = / costdt = —sent

0 2Jo 2
0

=0.

Quindi il valore dell’integrale ¢ /4.

EsErcizio 6.5. Fissato a > 0, calcolare gli integrali (indefinito e definito)

/x\/ 2?2 — a?dx e / xvVr? — a? dx.

0

26
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Soluzione. Moltiplichiamo e dividiamo per 2 e poniamo t = 2% — a?:

1 1
/x\/xQ—azdx:/2x(a:2—a2)1/2da::2/t1/2dt

2
£3/2 2 _2\3/2
3 3
Per il calcolo dell’integrale definito basta calcolare la differenza di una
primitiva tra i due estremi di integrazione

+C.

a
a3

3

a2)3/?

a 2 _
/ V22 —a?dx = 7(3:
0

3

0

6.2. Metodo di integrazione per parti. Il secondo metodo generale di integra-
zione e una riformulazione della regola per la derivata di un prodotto

(fg9) = flg+ fqg'"

Integrando ed usando il Teorema Fondamentale del Calcolo Integrale:

f(2)g(z) = / o(z) f'(z) de + / J(z) f(z) da

0, equivalentemente,

(6.4) /g’(:c) f(x)dx = f(x)g(x) — /g(:v) f'(z)dz (integrazione per parti)

Ecco spiegato perché si parla di integrazione per parti: l'integrale della funzione ¢’ f
viene trasformato in una parte integrata, il termine fg, sommato all’integrale della
funzione ¢f’. Il metodo e vantaggioso se per il termine ¢gf’ si conosce un metodo di
integrazione.

Per gli integrali definiti, la formula (6.4) diviene

(6.5)

Vediamo una classe di integrali risolvibili tramite la formula (6.4). Partiamo da un
caso semplice

/xe”’dx:/m(ez)'dx:a:e”—/(x)'emdx:xez—/emdx: (x —1)e® + C.

Anche nel caso della funzione z2e® si pud procedere in modo analogo, iterando due
volte I'applicazione della formula di integrazione per parti,

/xZem dx = /x2(e“)'d:c = 2%e" — 2/5661 dr = 2%e* — 2 |:J}€x - /ex dx]
=2%e" —2[(x — 1)e* + O] = (2* — 2z + 2)e* + C.

E’ chiaro a questo punto che e possibile, iterando n volte I'uso della formula, risolvere
integrali del tipo

/ p(z)e” dx p polinomio di grado n,
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In modo analogo € possibile calcolare anche integrali della forma

/p(m)e‘m dx a e R,

/ .
(basta osservare che e* = L (e27)"). Ad esempio,

1 2 1
/xze&” dr = —x%e’* — —/xe?’w dx = —x%e®®
3 3 3

2 1 2 2
-5 (:ce“ — /e“dx) = (§x2 gt ﬁ) e +C

Allo stesso modo si calcolano

/xsenxdx = /.T(— cosz) dr =

/xcosxdx = /x(sena:)’ dr = rsenx — /senx dr = cosx + xsenz + C.

In generale iterando il procedimento un numero opportuno di volte si calcolano gli

—xcosx+/cosxdx =senr — xcosz + C;

integrali
/p(x)sen(am) dz, /p(x) cos(ax) dx (a € R).

dove p € un polinomio.

Sempre tramite 'integrazione per parti, si risolvono anche
/p(ﬁ) Inzdx p polinomio.

Calcoliamo 'integrale di In z:

/lnxdx:/l-lnxdx:/($)'lnxdx::nln:v—/$(lnx)'dx

1
:xlnx—/x-—d:c:xlnx—:c—l—(?.
T

Analogamente,
1. 1 1 1 1
/xlnmdx—/(§x2) ln:r;dx—§x2lnx—§/xdx—§x21nx—1x2+C.
In generale, dato k € N,
k+1 k+1
i T 1 i T 1
/x neer=g Ty k+1/x . k+1(” k+1)+

EseRrcizio 6.6. Calcolare gli integrali indefiniti
/ arctan x dz, / x arctan x dzx.

Soluzione. Procediamo come visto in precedenza per Inx
x

/arctanxdx = /(m)' arctan x do = x arctanx — / de = ...
1+ 22
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Per calcolare 'ultimo integrale, moltiplichiamo e dividiamo per due, in
modo da ricondurci alla forma [ ¢'(z)/¢(z) dx

1 1 1
-+ = garctanx — 2/(1—:_3;2)d:c = rarctanz — §ln(1 +2%) + C.
Analogamente, per il secondo integrale
1, 1 x?
rarctanz dxr = — z* arctanz — —
2 2) 1422

Consideriamo separatamente 'integrale a secondo membro:

2 1 —1
/1ix2d / +a? /d:z:—/1+x2:x—arctanx+0.

Quindi

/xarctana:d:c = [(mQ + 1) arctanz — z] + C.

NN

Adesso usiamo l'integrazione per parti in un modo leggermente diverso: iteran-
do l'applicazione di (6.4) torniamo all’integrale originale, ottenendo in questo modo
un’equazione per la primitiva. In questo modo risolviamo integrali della forma

/e““sen(bx) dx, /e“’” cos(bx) dx.
Ad esempio,

1 1 2
/e Tsen(3x) dx =3 /62”(— cos(3z)) dx = —3 cos(3x)e*” + = 3 /ezx cos(3z) dx
1 2
=-3 cos(3x)e*” + 9 /e2x(sen(3a:))’ dx

1 4
=3 (2sen(3x) — 3 cos(3x)) e* — 9 / e*"sen(3x) dx.
Guardando il primo e 'ultimo termine

1 4
/GQISGD(&I‘) dx = §(QSen(3m) — 3cos(3z))e* — 9 /e%sen(Sx) dzx.
da cui, esplicitando rispetto all’integrale richiesto,
1
/egmsen(?)x) dx = 1—3(28611(31‘) — 3cos(3z))e* + C.
In generale si ottengono le formule
1
/e“’”sen(bx) dx = pes (asen(bx) — bcos(bx)) e*® + C,
1
/e‘”” cos(bx) dx = pe (acos(bx) — bsen(bx)) e* + C.

Formula ricorsive. Alcune famiglie di integrali (dipendenti da un parametro discreto
n € N), possono essere risolte in modo iterativo, cioé si risolve lintegrale per n =
1, e poi si mostra come l'integrale al passo n—esimo si possa ricondurre al calcolo
dell'integrale (n — 1)—esimo. Vediamo un paio di esempi. Calcoliamo

I, = /senQ”x dx, neN
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(allo stesso modo si puo calcolare [ cos®™ z dz). Calcoliamo I

/SGDQI dr = /sena: -senz dr = /senx (—cosz) dx

= —Senr cos T + /COSQ.’EdiL' = —senx cosx + /(1 — sen’r) dx

=T — Senxr cos T — /Sen2x dz.
Abbiamo ottenuto una relazione del tipo I; = z — senx cos x — I, quindi
I = /senQ:c dr = %(:L‘ —senzcosz) + C.
Per n € N,

I = /Sen2”+1x senx dx = /sen2”+1x (—cosz) dx
= —sen”" "z cosz + (2n + 1) /senznx cos® x dx

= —sen” 2 cosz + (2n + 1) /senznx(l — sen’z) dx

= —sen® g cosz + (2n + 1), — (2n 4 1) L,41.
Quindi 7,1, = —sen®*" "z cosz + (2n + 1)1, — (2n + 1)I,11, da cui si deduce

1
Ly = o {@n+1)I, —sen® 'z cosz} + C.
n

Ad esempio, per n = 1,

/sen4x dr =1, = (3[1 — sen’z cos :L') +C

1
2
= 1 (3x — 3senz cos T — 2sen’z cos x) +C.

6.3. Integrazione di funzioni razionali. Affrontiamo ora il problema di inte-
grare funzioni razionali:

P(x) L
/ ) dx P, @) polinomi.

Vedremo che e sempre possibile esprimere le primitive di una qualsiasi funzione razio-
nale in termini di funzioni elementari.

Piu precisamente, questo integrale ¢ sempre una combinazione di funzioni elementa-
ri, ma se si vuole scrivere esplicitamente il risultato € necessario conoscere le radici del
polinomio a denominatore ()(x). Se sappiamo fattorizzare @) nel prodotto di termini
irrudicibili, cioé polinomi di primo grado (con molteplicita opportuna) e polinomi di
secondo grado irriducibili (con molteplicita opportuna), allora possiamo completare il
calcolo.

In questo Paragrafo ci limiteremo a mostrare come si integrano le funzioni razionali
P/Q quando il polinomio @ sia di grado al piu due.

Denominatore () di grado 1. Sia Q(z) = a(x — xg) con a,zg € R. Se P ¢ un
polinomio di grado p > 1, tramite 'algoritmo di divisione dei polinomi, si determinano
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un polinomio P; di grado p — 1 e una costante r € R tali che
P(x) r
= Pi(z) +
aw ~

Quindi l'integrale si puo decomporre nella somma di due integrali

/gg; da::/Pl(x)d:c—l—g/Iixxo.

Il polinomio P; ¢ integrabile esplicitamente, grazie alla formula
k41
k x
x¥dr = +C.
[ e=i
Anche I'altro integrale ¢ risolubile esplicitamente:

. /
f/ dz :t/—(x ) dxziln|x—x0|+0.
a

a) r—x9 a T — X

a(r —xg)

Vediamo un esempio. Calcoliamo

541
/x + dz.
r— 2
Dato che
541 33
Tt =2t + 2% + 42t + 8 + 16 + ——,
Tz —2 Tr—2
si ha
541 33
/x + dx:/ 423+ 42 + 8+ 16+ —— | dx
Tz —2 T —2

1 1 4
= 5x5+§x4—|—§x3+4x2—|—16$+331n]w—2\+0.

Denominatore () di grado 2. Supponiamo che ) sia un polinomio di grado 2. In
questo caso () e scrivibile nella forma

Q(r) = a(z® + 2bx + ¢) a,b,c € R.

Se il polinomio a numeratore P ha grado p > 2, allora e possibile applicare ’algoritmo
di divisione di polinomi e riscrivere la funzione razionale come somma
Pz R(x
(©) _ iy 4 B0
Q(z) Q(x)
dove P, ¢ un polinomio di grado p — 2 e R ¢ un polinomio di grado minore o uguale a
1. L’integrale della funzione razionale ¢ la somma di due integrali

/gg; do= [ P+ [

Il primo dei due integrali e risolubile esplicitamente per via elementare. Consideriamo
il secondo. Supponiamo che il resto R sia di grado 1 e scriviamolo nella forma R(z) =
a(z+ ) con a# 0 e g € R. Sitratta di calcolare

/ alz + 6) dm—g/ x+f i
a(r2+2bx+c) a ) 2+ 2bxr+c

R(z)
) dx.
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Come primo passo, “costruiamo” a numeratore la derivata del denominatore. Molti-
plichiamo e dividiamo per due e, successivamente, sommiamo e sottraiamo 2b

/ alx + pB) gp = @ 2x + 20
a

22+ 2bx+c¢)  2a) x2+2bx+c *
_g/(2x+2b)+2(ﬁ—b)dx_
- 2a 2?4+ 2bx + ¢ B

L’integrale finale puo essere riscritto come somma dei due integrali di cui il primo e

della forma [ ¢/(z)/¢(x) dz; quindi
a [ (%4 2bx+c) i+ 20(3 — b) / dx

T 2 22+ 2bx + ¢ . 2a 22+ 2bx + ¢
a 2a(6 —b) dx

= —In|z? +2b :
2a n|e® 4 2w+l + 2a /:172+2bx+c

Rimane quindi da risolvere 'integrale

dx
(6:6) / 22+ 2bx + ¢

Nel caso in cui R sia di grado 0 ci si riconduce direttamente a questa situazione. La
risoluzione dell’integrale (6.6) varia a seconda di quante radici reali abbia il denomina-
tore, cioe a seconda che sia b? > ¢, b* = c 0 b? < c. Trattiamo i tre casi separatamente.
Ci ricondurremo (sostanzialmente) ai seguenti integrali elementari

d
Caso I : v’ >c — /—len]az\—i-c,
T

d 1
Caso IT: ¥ =c — —mz——+C’,
x

22
d
Caso II1 : bV <ec — / 7 _f 5 = arctanz + C.
x

Caso I. b* > c. In questo caso il denominatore ha due radici reali
2 4+20x+c=0 == r=—-b+Vbh —c
Indicando le radici con x; e x4, il polinomio si fattorizza:
2% 4 2bx + ¢ = (v — 21) (7 — 7).
Decomponiamo la funzione integranda nella forma

1 Ay Ay

— + 7
2+2bx+c T—31 T — 29

dove A;, Ay € R sono due costanti da determinare. La somma delle due frazioni a
secondo membro ¢ uguale a

(Al + AQ)LE — (Al.ilfg + Agxl)
2+ 2bx + ¢

9

quindi le costanti A;, A5 sono le soluzioni del sistema lineare™®

A1—|—A2 :O, A1]}2+A21’1 = —1.

W11 determinante di questo sistema & x; — x» che, nel caso b > ¢ & diverso da zero.



6. METODI DI CALCOLO PER GLI INTEGRALI

Individuati i valori di A; e A, I'integrale e risolto, infatti

dx dx dx
—_=A A
/x2+2bx+c 1/x—x1+ 2/m—x2

=AjIn|z — 21| + AgIn |z — 25| + C.

EsERcIZIO 6.7. Calcolare

.1’3

—dx.
2 —x—2 v

Soluzione. Tramite la divisione di polinomi *— =z + 1+ I;”f;gg

Quindi .

3 2 2

T 3x+2 T T+ 3
L 142272 V=X 3 3 g
/mQ—x—Q v /<x+ +x2—m—2> o 2+x+ /mQ—x—Q v

Per risolvere I'integrale a secondo membro, moltiplichiamo e dividiamo per
2 e, successivamente, sommiamo e sottraiamo —1

T+ 32 3 [(2e—1)+1+1%
3/3dx:/< ) 3 dx
2 —x—2 2 22 —x—2

3/ 2r —1 d +7/ dz 3l 22 2|+7/ dx
=— | — " doe+- | ————— = —"ln|z*—x — - —
2) 22—z —-2 2) 22—x—-2 2 2] 22 —x—-2

2

Dato che le radici del polinomio z — x — 2 sono —1 e 2, esistono A e B

tali che
1 A B

= + )
2—-r-2 x-2 x+1
1l sistema lineare soddisfatto da A e Be: A+ B=0, A— 2B =1, quindi
A= % e B= —%. Quindi
dx 1 dx 1 dx 1 1
- == - = =-1 -2/ —-=1 1 .

(/ﬁ—x—Q 3/;—2 3041 gole - ghlerlic

In conclusione, 'integrale richiesto e

3 2
3 3 7 7
/x2$da::x+$+21n|x—2|—2ln|:1c+1|+61n|x—2|+61n]:c+1]+0

—x—2 2
2 8 1
:?—I—x+§ln|x—2|+§ln|x+1]+0.

Caso II. b? = c. In questa situazione, si tratta di risolvere

/ dx
x2 4 2bx + b2’

Questo integrale ¢ immediato, infatti
d d 1
22 + 2bx + b? (x +0b)? x+b

EsERrc1Z10 6.8. Calcolare
/ z(x +3) s
(x—1)2

Soluzione. Tramite la divisione di polinomi g(”fi;z) =14 w;’_g; 1+1. Quindi

z(z + 3) z— 1 5 [(2z—2)4+2+2

—dx = 5[ ——5 —do= = S d
/(56—1)2 T=T /x2—2x+1 * x+2/ 2 —2r+1 v

5 9 dz 6

33
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Caso III. b? < c. In questo caso il polinomio ¢ irriducibile. L’obiettivo ¢ di ricondursi,
con un opportuno cambiamento di variabili, all'integrale elementare

dx
= arctanx + C.
1+ 22

Chiamiamo v := v/¢ — b? > 0 e riscriviamo in maniera opportuna il denominatore

b 2
x2+26x+c=x2+25$+bz+(C_bQ):(9‘3+b)2+yzzy2{(x+ > +1}.

14

Ponendo ¢t = (x + b) /v
/ dz B 1/ dz _1/ dt
22 4+2x+c 12 1+<x_+b)2_1/ 1+t

1 1 b
= —arctant + C = — arctan (x+ ) + C.
v v

Dalla definizione di v si deduce che

/ du = ! arctan o b +C
224+ 2br+c¢ o — b2 Ve — b2 '

EsERcIZI1O 6.9. Calcolare
3r — 2
—_dx.
/ 22 —or 42

Soluzione. Come al solito, ricostruiamo a numeratore la derivata del

denominatore:
3r—2 3 2 —2+ 2 3 dzr
" dr== | =3 dr="1Inl|z® -2 2 —_
/?Q—mwﬂ * Q/xl—m+2‘” T x+|+/?ﬂ—m+2

L’ultimo integrale puo essere risolto come sopra

d d dt
/m:/m:/lﬁ—ﬂ = arctant + C = arctan(z — 1) + C.

Quindi

3z — 2 3
/1*2—3323;—1-2d96—21n!w2—236+2+arCtan(x_1)+C'

7. Breve campionario incompleto

E facile capire che esistono molti altri metodi di integrazione: basta calcolare
una derivata non compresa nella lista precedente e leggerla come una primitiva. Ci
limitiamo qui a elencare qualche altro caso utile.

Esempio 1. Supponiamo di voler calcolare
/R(senm, cosx) dx

dove R ¢ una funzione razionale dei suoi argomenti. Dalle relazioni

2t 1 —¢?
(§] COSx =
14 ¢2 14 ¢2

dove t=+tg (—) ,

senr =
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ponendo t = tg(z/2) o, equivalentemente, x = 2arctant, dato che dx = 2/(1 + t?)dt,

I'integrale si trasforma in
20 1—¢*\ 2
/ R , dt,
14+12714182) 1+t
Ad esempio,

d 1+t 2 dt
/ x:/ ; ﬁ:/szm+CﬁMMWW+G

senx 142
dx 2dt 1 1 1+ tg(z/2)
= = —t—]dt=ln|—————=+C
/COS.CE /1—t2 /(1+t+1—t) n‘l—tg(m/Q) *

Esempio 2. Proviamo a calcolare I'area dell’ellisse
2 2

Q:{(x,y)ER x——i—‘z—Q_l} a,b > 0.

Per evidenti ragioni di simmetria, 'area A(€2) di €2 & pari al valore dell’integrale definito

Q) = 4b/0a V1—(2%/a?)dx.

Introduciamo la variabile ¢ definita da x = acost, da cui dx = —asent dt:
/2 w/2
A(Q) = 4ab [ V1 — cos® tsent dt = 4ab/sen2t dt = 2ab [t — sent cos 75]7r/2 = mab.
0 0

Quindi I'area della regione delimitata dall’ellissi di semiassi a e b € wab.
Allo stesso modo € possibile integrare funzioni del tipo

R(z,\/1— (22/a?))

con R funzione razionale dei suoi argomenti. Infatti
/R V1= (22/a?)) dx = —a/R (a cost, sent)sent dt.

dove x = acost, e il secondo membro ¢ razionale in sent e cost.

; e supponiamo

Esempio 3. Torniamo al caso dell’i
che () abbia solo radici reali distinte, cioe

Qr) =alx —x1) - (x — x,) T1,...,T, €ER conz; #x; se i#j.

Supponiamo che il grado di P sia minore del grado di @ (altrimenti basta utilizzare
il solito algoritmo della divisione di polinomi), e sfruttiamo la fattorizzazione di @
per riscrivere la funzione razionale come somma di funzioni razionali pit semplici.
Cerchiamo n costanti Ay, ..., A, tali che

alx —x1) - (r—x,) a\z—xq T — T,
Per determinare le costanti Aq,..., A, si puo imporre 'uguaglianza dei due membri

ottenendo un sistema lineare. Equivalentemente si pud moltiplicare per x —x; entrambi
i membri

P(z) :1{A1+M+...+M}.

alx —x3) - (r—x,) a T — Ty T — Ty,
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e successivamente porre x = 1, ottenendo il valore di A;

P
A = (1)
(x1 —x9) -+ (1 — )
Analogamente per A,,..., A,. Determinate le costanti A;,

/

Per digerire la tecnica, calcoliamo

Q(m)dm_5/<x—x1+”.+x—xn) dz

1
:5(A11n|x—:c1|+ o+ Ayln |z —x,]) + C.

/ dx
(x+1)(z+2)(z+3)
Dato che il grado del numeratore ¢ minore del grado del denominatore, non occorre

applicare 'algoritmo di divisione di polinomi. Passiamo subito alla decomposizione:
cerchiamo Aj, Ay, A3 € R tali che

1 A n As N As
(z+1)(z+2)(x+3) x+1 x+2 z+3
Moltiplichiamo per z 4+ 1 e calcoliamo in x = —1
= A + A=<,

(x +2)(z + 3) x+2 zr+3 2
Analogamente

(x4 1)(x +3) x+1 xr+3

CrD@+2) 241 T ag2 T = 579

Quindi

/(x+1)(xcf2)(x+3) :1/(37—11-1_x—2|—2+xj—3) da

2
1 [+ 1)(z+3)
—§ln (v +2)° '—I—C’.

Esempio 4. Vediamo come si procede per decomporre una funzione razionale
P(x)
Q(z)
nella somma di frazioni parziali, sotto I'ipotesi che Q(z) abbia coefficienti reali.
PaAsso 1. Se il grado di P e maggiore o uguale al grado di @, si fa la divisione
di polinomi P/@ che permette di scrivere P(x) = Pi(2)Q(z) + R(z) dove Pi(x) ¢ il
risultato della divisione e R € il resto. Quindi abbiamo

P P

— =N+ _1

Q Q
Notare che adesso il grado di P; ¢ strettamente minore del grado di @), e il termine
N(x) ¢ molto facile da integrare. Da adesso in poi possiamo supporre il grado di P

strettamente minore del grado di Q).
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PaAsso 2. Si fattorizza il denominatore Q(x). Questo passo naturalmente non si
puo portare a termine sempre (perché non sempre & possibile calcolare esplicitamente
le radici di un polinomio!). Supponiamo di essere riusciti a fattorizzare @) nella fomra
seguente:

Q)= (x—r)™ ... (x—1rE)™ - (:U2 +px+q)™ ... (mQ + pex + qo)™

dove tutti i pj, ¢, r; sono reali, i fattori sono tutti distinti, e i termini 2% + p;x + ¢; sono
irriducibili sui reali cio¢ hanno discriminante < 0. (In realtad non ¢ difficile dimostrare
che tutti i polinomi a coefficienti reali si possono fattorizzare in questo modo! perd non
sempre ¢ possibile determinare i valori di ¢, a, b, ¢ esplicitamente).

A questo punto possiamo gia scrivere la forma della decomposizione in frazioni
parziali: per ogni fattore del tipo (x — r)" dobbiamo aggiungere i termini

4o A A
r—q (z—q) (x —q)"’

mentre per ogni fattore del tipo (2 + pz + ¢)™ dobbiamo aggiungere i termini

All' + B1 AQZL‘ + 32 i Aml' + Bm
2?24+pr+q (2% + pr+q)? (22 4+ pz + q)™
Esempi:
2—x— ZE2 Al A2 B1
= + +
(=22 (z+3) -2 (z—2)?2 z+3
.173 —4 Al A2 Bz + C

- -
(x—1)2(22+2x+3) z—1 (r—1)2 22422+3
PAsso 3. Si calcolano i coefficienti della decomposizione in frazioni parziali racco-
gliendo e uguagliando i numeratori. Per il primo esempio del passo 2 abbiamo

2—z—2> A(z—2)(x+3)+ Ax(x+3) + Bi(x — 2)
(x—2)%(x+3) (z —2)2(z + 3)

e quindi vogliamo

2—x—12°=Ai(z —2)(r +3) + Az(z + 3) + By(z — 2)*

Ponendo x = 2 si ottiene —4 = 54, da cui Ay = —%. Ponendo x = —3 si ottiene —4 =
2581 da cui By = —%. Infine uguagliando i coefficienti di 22 si ottiene —1 = A; + B;

da cui Alz—Bl—lz—%:
2 —x — 2 B 21 4 4

(x—22(x+3)  25(x—2) 5(z—2)2 25(x+3)
Invece per il secondo esempio del passo 2 abbiamo

x> —4

(x —1)2(2% + 22+ 3)
Ay(z — 1) (2® + 22 + 3) + Ay(2? + 22 + 3) + (Bx + C)(z — 1)?
(x —1)%(2? + 2z + 3)

e anche qui uguagliamo i numeratori. Ponendo x = 1 abbiamo —3 = 6A, da cui
Ay = —%. Ponendo x = 0 si ottiene —4 = —3A4; + 345+ C da cui C — 34, = —g
Ponendo = = 2 si ottiene 4 = 11A4; + 1145 + 2B + C da cui 2B + C + 114, = 2

2
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Uguagliando i coefficienti di 23 si ottiene 1 = A; + B. Da queste tre relazioni si possono
ricavare Ay, B, C e si ottiene Ay = 2, B = ¢, C' = 0 ossia

x> —4 B 5) 1 n T
(x—1)2(22+22+3) 6(x—1) 2@—-12 6(22+22+3)

NATURALMENTE, dopo aver decomposto in frazioni parziali, dobbiamo integrare

i vari termini. Per le frazioni del tipo —2— questo & facilissimo; un po’ meno facile
(z—r) )

xff;iq, che per6 abbiamo studiato in dettaglio nelle sezioni

precedenti; infine, non e difficile integrare anche i termini del tipo Wﬁi—;fq)m
ma il procedimento e piu lungo e qui preferiamo omettere i dettagli.

Vediamo un esempio concreto: calcoliamo la primitiva

/ (x + 1):22(x - 1)dx.

2 A B C

(x4+1)2(x—1) _x+1+(x—|—1)2+x—1

integrare i termini del tipo
conm > 1,

Decomponiamo: si ha

da cui

??=Alz+1)(z—-1)+Blx—-1)+Cx+1)%
ponendo x = +1 si ottiene C' = }l, B = —%, e uguagliando i coefficienti di #? si ottiene
A+C=1dacui A==

x? 3 1 1

G+ 1P —1) 4@+l 2@+1)2  da-1)

A questo punto si ha subito

2 3 1 1
/($+1)2(x_1)dx:Zln(m+1)+—2(x+1) —i—é—lln(x—l)—l—C'.

Esempio 5. Se calcoliamo la derivata di F'(x) = In(x + v/2% 4 1) otteniamo

F/(ZL’) _ 1+ Vai+1 _ 1
r+vVr2+1 a2+ 1
e queto vuol dire che

/Wd:c—ln(:c—l—\/ﬂi)

Come nel caso della formula [ idz = In|z| + C, il calcolo precedente da lo stesso

risultato anche se si parte da F/(z) = In(—2 — v2? + 1), quindi la formula precedente
si puo anche scrivere nella forma piu generale

de=In|+vVz2+1|+C.
[

Si noti che un conto simile applicato a F(x) = In(x + v/ — 1) (oppure applicato a

In(—z — V2?2 —1)) da
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e quindi otteniamo anche

dr =Inl|x + V22 +C.
[EEa——

39
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Tabella degli integrali elementari
(C indica una costante arbitraria)

funzione f | primitiva / fdx funzione f primitiva / fdx
l,aJrl
0 C o -1 C
T (v # —1) ] +
senz —cosx +C CcoS T senz + C
1
e” e’ +C — In|z|+C
T
1 o
arctanz + C a® +C
1+ 22 Ina
1 1
tgx + C —cotx +C
cos? x sen2x
L +C ! +C
e — arc sens e — — arccos
Vi Vi-a?
1 1
Injz+va2+1|+C —_— Injz+ Va2 -1/+C
241 2 —1

Qualche altro integrale

funzione f primitiva / fdx funzione f primitiva / fdx
Inz z(lnx —1)+C arctanz | zarctanz — 3 In(1 4+ 2?) + C
sen’zx

+(z —senzcosz) + C cos® x (x 4 senz cosx) + C

=

arcsenz | xzarcsenx ++v1 —22+C

arccos x rarccost — 1 —224+C




Gli integrali impropri

Nello sviluppare la teoria dell'integrazione secondo Riemann, abbiamo sempre con-
siderato funzioni limitate definite su un intervallo chiuso e limitato [a,b]. La limi-
tatezza dellintervallo e la limitatezza della funzione sono necessarie affinché siano ben
definite le somme superiori e le somme inferiori relative a una partizione:

ST =3 an (o —m), STEP) = 3 B (o — ).
k=0 k=0
dove
ar = inf{f(z),x € [y, xr11]}, Br =sup{f(x),x € [zk, Tp41]} .

La condizione di limitatezza dell’intervallo fa si che la quantita (x4 — xy) sia sempre
finita, mentre la condizione di limitatezza su f rende finite per ogni k le quantita oy
e Bx. In altre parole, “inscatolando” il grafico della f in un grande rettangolo di area
finita, di base I'intervallo [a, b] e di altezza U'intervallo [—M, M] (dove M > 0 ¢ tale che
|f(z)] < M), ci siamo garantiti il fatto che tutte le quantita con cui abbiamo a che
fare sono finite.

Che succede, pero, se 'intervallo su cui e definita la funzione f non e limitato, o se
la funzione f non e limitata? Chiaramente, la definizione di integrabilita e di integrale
che abbiamo dato non funziona pil, perché almeno uno degli addendi che compaiono
in ST(f; P) o S™(f; P) non ¢ finito (o perché uno degli ay, 0 ; non ¢ finito, o perché
una delle differenze (x;1 — xx) non lo &).

Possiamo pero ovviare a questa “impossibilita” nel seguente modo. Supponiamo, ad
esempio, che f : (a,b] — R sia una funzione illimitata in un intorno destro di x = a,
e integrabile su [c, b] per ogni ¢ > a. In altre parole, appena ci spostiamo, sia pure
di poco, da & = a, otteniamo una funzione integrabile secondo Riemann (osserviamo
che questo fatto implica che la funzione f ¢ illimitata “solo” in # = a e non in altri
punti dell'intervallo (a,b]). Essendo la funzione f integrabile su [c,b], & ben definito il
numero reale (dipendente da c)

b
/ f(z)dz, c>a.

Possiamo allora chiederci se esista o meno (e, qualora esista, se sia finito o meno) il
limite di tale numero per ¢ tendente ad a (da destra):

ji [ gt

Ebbene: diciamo che la funzione f & integrabile in senso improprio su (a,b] se
il limite & un numero reale (ovvero: esiste ed e finito). In tal caso scriviamo

[ swa= [

ovvero, ponendo ¢ = a + ¢, con € > 0,
b b
/ f(x)dx = lim f(x)dx
a e=0" Jote

Ricapitolando, abbiamo la seguente definizione.

DEFINIZIONE 1. Sia f : (a,b] — R una funzione tale che:
1



e f ¢ illimitata in un intorno destro di x = a;
e f ¢ integrabile su [a + €, b] per ogni & > 0;
e csiste ed ¢ finito il limite

b

im [ flo)de

e—0t a+te
Diciamo allora che f & integrabile in senso improprio su (a, b] e definiamo

(1) / f(z)dx = lim f(z)dx

=0t Jote

OSSERVAZIONE 2. Se f & integrabile su [a, b], € sempre vero che

® i [ o= [

Infatti si ha
a+te
< / @)l do < Me,

A f(w)dx—/a; F(a) | =

dove M > 0 ¢ tale che |f(x)] < M per ogni x in [a,b] (si noti che tale costante esiste
perché f, essendo integrabile su [a, b], ¢ limitata su [a, b]). Pertanto,

/f dx—/f ) dz

da cui la (2). Pertanto, la definizione di integrale improprio “estende” la nozione di
integrale secondo Riemann.

a+e

f(x)dx

0 < lim

e—0t

< lim Me=0,

e—0t

OSSERVAZIONE 3. Se la funzione f ha segno costante su (a,b] (ad esempio, ¢ tutta
positiva, o tutta negativa), allora il limite dell’integrale esiste sempre. Per vederlo,
definiamo, per t > 0,

G(t) = f(z)dx

a+t
e supponiamo che f(x) > 0 per ogni x in (a,b]. Se 0 < s < t, allora

b b a+t
G(S)_G(t):/+ f(x)dr — ., f(x)da::/ f(zx)dz >0,

a+s
dato che f e positiva e a + s < a + t per ipotesi. Dunque si ha

s<t = G(s)>G()),

e quindi G(t) ¢ una funzione decrescente (se f(z) < 0, G(t) e crescente). Essendo

monotona, esiste
lim G(e) = lim f
e—0t e—0t

che ¢ il limite che ci dice se f(z) e 1ntegrab11e 0 meno in senso improprio su (a, b].

Chiaramente, l'illimitatezza “a destra di x = a” non ha niente di speciale: possiamo
considerare funzioni che siano illimitate “a sinistra di x = 0", e dare la stessa definizione.
DEFINIZIONE 4. Sia f : [a,b) — R una funzione tale che:

e f ¢ illimitata in un intorno sinistro di x = b;
e f ¢ integrabile su [a,b — €] per ogni € > 0;



e esiste ed ¢ finito il limite

lim flz)dx.

e—=0t J,

Diciamo allora che f & integrabile in senso improprio su [a,b) e definiamo

(3) / f(z)dz = lim B f(z)dz.

e=0t J,

EsemPIO 5. Consideriamo la funzione f(x) definita su (0, 1] da

1
f(z) = —a a>0,
e ci chiediamo per quali valori di « la funzione sia integrabile in senso improprio su
(0,1]. Osserviamo che la funzione ¢ illimitata in un intorno destro di z = 0 (perché
a > 0) ed e integrabile su [e, 1] per ogni ¢ > 0 (dato che & continua — o monotona

decrescente — su tale intervallo). Abbiamo poi:

1
1 U de ln(|x|)‘ se =1, —111(15_) se =1,
fz)dv = T e gl P se a# 1
c € 1. 1_a :
Tl se o # 1—a
Si ha dunque
' L dr +o00 sea >1,
lim — =
Y P — sel<a<l

Se ne deduce, pertanto, che la funzione f(z) = x% e integrabile in senso improprio su
(0,1] se e solo se 0 < o < 15 in tal caso si ha

/1 dv 1
0o @ 1—a

E se invece la funzione f ¢ definita su [a, c¢) U (¢, b] ed ¢ illimitata “intorno a = ¢’7
In questo caso diciamo che f & integrabile in senso improprio su [a, b] se:

e f ¢ integrabile in senso improprio su [a, ¢);
e f ¢ integrabile in senso improprio su (¢, b].

In tal caso, scriviamo

[ waw=[ @ [ s

cosicché la formula “standard” per lo spezzamento degli integrali continua a valere.

OSSERVAZIONE 6. Un’osservazione importante: se la funzione f e illimitata sia a si-
nistra che a destra di un punto x = ¢, diciamo che la funzione e integrabile in senso
improprio se lo ¢ a sinistra di x = ¢ e a destra di x = c. In altre parole, chiediamo che
siano finiti i limiti

c—¢ b
(4) lim / f(x)dx e lim f(x)dx.

e—0t e—0t cte

Si noti che questa condizione ¢ piu forte rispetto a chiedere che sia finito il limite

lim [ / fwyde+ | f(x)dx},

e—0t
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dato che quest’ultimo limite puo essere finito anche se entrambi i limiti di (4) sono
infiniti.

EsemPIO 7. Consideriamo la funzione f(z) definita su [—1,1]\ {0} da f(z) = 1. Siha

= lim —In(e) = +o0,

lim /1 f(z)dx = lim In(|z|) 1

e—=0t e—0t € e—0t

e
li dr = lim 1 = lim 1 = —
i [ e = Jim (o] = i i) = oo,

e quindi f(z) non ¢ integrabile in senso improprio né a sinistra di x = 0 né a destra di
x = 0, cosicché f non e integrabile in senso improprio su [—1,1]. Pero, a causa della
simmetria (f(x) ¢ dispari, e l'intervallo ¢ simmetrico)

lim [/_T f(z) da:+/61 f(x) d:c} = lim [In(e) —In(e)] = 0.

e—0t e—0t

Fin qui abbiamo considerato funzioni illimitate su un intervallo limitato. Che succede
se invece ad essere illimitato ¢ 'intervallo? Se, ad esempio, ¢ una semiretta [a, +00) o
(—o0,b]? L'idea ¢ la stessa.

DEFINIZIONE 8. Sia f : [a,4+00) — R una funzione tale che:

e f ¢ integrabile su [a, M] per ogni M > a;
e esiste ed e finito il limite

M —+o00

lim /M f(z)dx.

Diciamo allora che f & integrabile in senso improprio su [a, +00) e definiamo

(5) /aoo f@)dz = lim /aM fla)de.

M—+o00
Analogamente:

DEFINIZIONE 9. Sia f : (—00,b] — R una funzione tale che:

e f ¢ integrabile su [M,b] per ogni M < b;
e esiste ed e finito il limite

b
li dx .
[ s
Diciamo allora che f & integrabile in senso improprio su (—o0, b] e definiamo

(6) /_boo f()dr = lim /Aj fla)de.

M——oco

OSSERVAZIONE 10. Osserviamo che, come nel caso degli integrali impropri su intervalli
limitati, se f(z) ha segno costante su [a,+00) o su (—o0,b], allora esistono sempre i
limiti
M b
li d li d
dm, [ f@de e [ e,

dato che si tratta di limiti di funzioni monotone.



EseEmPIO 11. Consideriamo la funzione f(x) definita su [1,+00) da
1
S >0
f@)= . a0,

e ci chiediamo per quali valori di « la funzione sia integrabile in senso improprio su
[1,400). Osserviamo che la funzione & integrabile su [1, M] per ogni M > 1 (dato che
e continua — o monotona decrescente — su tale intervallo). Abbiamo poi:

M
M M g0 ln(|:c])’ se v =1, In(M) sea=1,
1 l—a
[ -y R
1 1 1. — .
T—al, ¢ #+ 1—
Si ha dunque
. U i 400 sea <1,
lim — = 1
M—+oo [ x© se a > 1.
a p—

Se ne deduce, pertanto, che la funzione f(z) = x% e integrabile in senso improprio su
[1,+00) se e solo se & > 1; in tal caso si ha

/+°°dx_ 1
Lo a—1"

Esattamente come prima diciamo che una funzione f : R — R & integrabile in senso
improprio su R se & integrabile in senso improprio su (—oo, 0] e su [0, +00); vediamo
con il prossimo esempio perché e necessario “spezzare gli integrali”.

ESEMPIO 12. Sia f(r) = -2%,. Si ha

1422

/Mf(x)dxz/M 2 dlen(1+a:2)M:ln(1+M2),
0 0

1+ a2 0
cosicché
M
lim / f(z)dr = lim In(1+ M?) = +oo,
0

M—+o00 M—+o00
e f non ¢ integrabile in senso improprio su [0, +00). Analogamente,

0 0 o, 0
/Mf(x)dx:/M dlen(1+x2)M:—ln(1+M2),

1+ a2
e quindi
0
li = i In(1+ M?) = )
MHEIOO/M f(x)dx A n(l+ M) =400
Pero, dato che f ¢ dispari e 'intervallo ¢ simmetrico rispetto all’origine, si ha
M
f(z)dz =0,
-M
e quindi
M
lim f(z)dx =0

M—+oo | _pf
Chiaramente, per una funzione generica definita su R e possibile studiare 'integra-
zione impropria sia “al finito” che all’infinito. Ad esempio, per vedere se e integrabile
in senso improprio su R la funzione

f(x) !

e
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dobbiamo verificare se lo ¢ in un intornodiz =0, diz=1,diz=—-1,a+ococea —00
(sono, in tutto, otto limiti da calcolare: lasciamo al lettore I’arduo compito di verificare
che la funzione & integrabile su R).

Gia: come si risolve l'esercizio precedente? Perché il calcolo esplicito dell’integrale
(ovvero, di una primitiva di f(z)) ¢ assai complicato! Se solo si potesse dire se una
funzione ¢ integrabile (o0 meno) soltanto dal suo comportamento intorno ad un punto (o
all’infinito) senza calcolare 'integrale. . . Per fortuna, & possibile dirlo, grazie ai seguenti
criteri (qualche campanello d’allarme dovrebbe iniziare a suonare nella testa di ognuno
di voi).

TEOREMA 13. Siano f : (a,b] = R e g: (a,b] — R due funzioni positive tali che
0< f(x) <g(z),  Vze(ab].

Se g e integrabile in senso improprio su (a,b] allora anche f lo é, mentre se f non é
integrabile in senso improprio su (a, b], neanche g lo é.

Proor. E sufficiente osservare che si ha, per la monotonia dell’integrale, e per ogni £ > 0,

og/; f(x)dxg/; o(a).

Se g & integrabile in senso improprio su (a, b], allora
b b
lim g(z)dx = / g(z)der < +o0.
+ £ a

e—0 a+

D’altra parte, dato che
b
€ / f(z)dx
a+&e

23

¢ una funzione decrescente rispetto a 123, esiste

b
lim f(z)dzx,
e—=0t Jate

e si ha
b b
0< lim / f(:v)darg/ g(z) dr < 400,
e—=0t Jadte a

e quindi f & integrabile in senso improprio su (a, b]. La dimostrazione nel caso in cui f non sia integrabile ¢ analoga. O
TEOREMA 14. Siano f : (a,b] = R e g : (a,b] — R due funzioni positive tali che

lim @) =L € (0,400).

T—a~ g(l’)
Allora f é integrabile in senso improprio su (a,b] se e solo se g & integrabile in senso
improprio su (a, b.

DIMOSTRAZIONE. Dato che

lim —= =L >0,
z—at g(x)
esiste § > 0 tale che
L 3L
7§@§—, Vz € (a,a+9)
2 7 g(z) 2
Si ha pertanto
L 3L
5g(x)§f(x)§7g(:c), Vz € (a,a+9).

Applicando il teorema precedente, si vede che f & integrabile in senso improprio su (a,a + ) (e quindi su (a,b]) se e
solo se lo € g. O

'Si veda quanto detto nell’Osservazione 3.
°E una nota a pié di pagina, non un esponente.
3Anche questa!
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Un criterio analogo (che non enunciamo per brevita) vale su intervalli del tipo [a, b).
In modo analogo si pud enunciare un criterio di integrabilita impropria a +oo (o a
—00):

TEOREMA 15. Siano f : [a,+00) = R e g : [a,400) — R due funzioni positive tali
che
0< f(z) <g(x), Ve > a.
Se g ¢é integrabile in senso improprio su |a,+o0c) anche f lo é, mentre se f non é
integrabile in senso improprio su [a, +00) neanche g lo é. Se invece si ha
f(z)

S gl T HE O

allora f é integrabile in senso improprio su [a, +00) se e solo se g ¢ integrabile in senso
improprio su [a, +00).

ESEMPIO 16. Sia
1

&= e TV s1

Diciamo che f(x) =~ g(z) per z tendente a x, se

- f(x)
| —~=Le(0
Mmooy ~LE (04 00),
e analogamente che f(z) = g(x) per x tendente a +00 0 a —oo. Allora
1
f(z) = gi1(x) = N per x tendente a zo = 0 (L = 1),
x
1
f(z) = go(z) = —1| per z tendente a zo = 1 (L = v/2/2),
Tz _
1
f(z) =~ gs(x) = ——— per x tendente a 29 = —1 (L = v/2/2),
Vie+1|
1
f(z) ~ g4(x) = E per z tendente a +o00 (L = 1),
|2
e
1
f(z) = gs(x) = | |3 per x tendente a —oo (L = 1),
xl2

Siccome g1, ga, g3 € g4 sono integrabili in senso improprio (rispettivamente intorno a
x9g =0, zg = 1, zp = —1 e +oo, si vedano gli esempi 5 e 11), la funzione f(z) e
integrabile in senso improprio su R.

Per il lettore interessato, si ha

+oo dz _ 8y/al(5/4)
o VIl Vg =1z +1] TG/

dove I'(z) ¢ la funzione Gamma di Eulero (vedere oltre).

Il prossimo esempio chiarisce perché i criteri di integrabilita impropria visti in pre-

cedenza sembrano noti (e perché la funzione xla ¢ integrabile “a +00” se e solo se

a>1).
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EseEmPIO 17. Sia ora f : [1 + 00) — R una funzione decrescente e positiva. Si ha
allora

flE+1) < f(z) < f(k), Vo € [k, k+1],
e quindi, integrando tra k e k + 1,

f(k+1)_/k+ f(k;+1)dx§/k+ f(:odacg/k+ £k do = F(k).

Pertanto
n—1

X_:f(k’H)SZ/k f(a:)dxz/ln f(x)dz.
Z/k+ Faydr <3 G

k=1
/ fa
k=1 k=1

In definitiva (cambiando indici nella prima sommatoria),

/ f(x dx<Zf

da cui segue, facendo tendere n all’infinito (si noti che tutti i limiti esistono perché
abbiamo a che fare con successioni crescenti),

S [ i<y @

Da questa formula traiamo la seguente conclusione: la funzione f(x) ¢ integrabile in
senso improprio su [1,+00) se e solo se ¢ convergente la serie di termine generico f(k).

Analogamente
1

k 2

EsERcizio 18. Dire se sono finiti i seguenti integrali impropri:

[ = A [ | vem
72 \/_ — ) \3/_ L—z)" Jo In(z)" Jo sin(z)’
1 1= L w/2 1 d
/ sm( ) dz , / —x dx , / e @ dr, / tan(z) dx , / e ,
o T o  sin(z?) -1 —7/2 g l—a?

/+°° dz /*Oo 2 o g /+°° arctan(z) J oo dz
—, N — 2 dv, _—
o a? ] 1 14 22 o Vz(x+1)

Esempio 19. Siaz >0e
400
I'(z) = / t*~teTtdt.
0

Dimostriamo che I'(z) & ben definita per ogni > 0. Per farlo, dobbiamo far vedere che f(t) = t*~1e~t & integrabile
in senso improprio sia a destra di t = 0 (per ogni z tra 0 e 1, altrimenti la funzione & continua e 'integrale & quello di
Riemann) che a +o0o. Siha,se 0 <z <1,
tzfl et
lim — =1,
t—ot Tl

e quindi f(t) & integrabile in senso improprio vicino a t = 0 se e solo se g(t) = t*~1 =

L lo & Dal momento che
0 < 1—=z <1, la funzione ¢ — t*~1 & integrabile in senso improprio (si veda 'Esempio 5), e quindi anche f(t) lo &.
All’infinito, invece, si ha, qualsiasi sia z,

tz—l et

lim ——— = lim tﬂ”—le—t“:o,
t—+oo e—t/2 t—+oo

dato che e—t/2 @ t*~1 per ogni . Dunque, esiste to > 0 tale che
0< v let < t/2, VE>to.



Ma allora
M M M
0< / T et gt < / e t2 g = fzeft/Q( — 2e—10/2 _9e—M/2
to to to
e quindi
M M
0< lim t*“le tdt < lim e t2dt =2e710/2 < o0,
M —+o00 to M —+o00 to

da cui segue che f(t) & integrabile in senso improprio su [tg, +00), e quindi “all’infinito”.
Dunque I'(z) & ben definita. Dimostriamo (per induzione) che si ha

I'(n) =(n—1)! Vn>1,

ovvero che la funzione I “interpola” il fattoriale. Intanto,

+o00 M M
ra) = / e~ tdt= lim e~tdt = lim fe_t‘ = lim [1—e M =1,
0 M—+co /g M —+oo 0 M —+o00

e il primo passo & fatto. Supponiamo ora che I'(n) = (n — 1)! e dimostriamo che I'(n + 1) = n!. Osserviamo innanzitutto
che, integrando per parti (derivando t" e integrando e~!) si ha

/ t"e tdt=—t"e"" +/ nt"le tdt.
Pertanto,
M M M M
/ t"e_tdt:—t”e_t‘ +n/ t”_le_tdt:—M”e_M-i-n/ tnleTtdt.
0 0 0 0
Facendo tendere M a +oco si ha, dato che M™ e~ tende a zero (ricordiamo che e” @ M™), si ha
—+oo —+oo
I'(n+1) :/ t"e tdt=n / t""letdt = nT(n)0n(n—1)! =n!,
0 0

come volevasi dimostrare.
Si noti che la relazione che abbiamo dimostrato non vale solo per n intero: si ha I'(z + 1) = zI'(z) per ogni z > 0
(come si vede facilmente integrando per parti). In altre parole,

Mz +1
F(x):%, Ve > 0.

Volendo, si pud usare questa formula per definire I'(z) per ogni * < 0 (diverso da un intero negativo). Infatti: se
—1<x<0,allora0<z+1<1e quindi

r 1 1 too

rw =" [ e,
T T Jo

Se —2 <z < —1, allora —1 < z < 0 e quindi

1“(90)=F(x+1):1 - /+oo e tat
x zx+1 Jo ’

e cosi via. Si noti che
—+o0
) = / t~le tdt = 400,
0

—t . . . A . . . . . .
dato che f(t) = eT si comporta vicino a zero come %, che non ¢ integrabile in senso improprio (si veda I’'Esempio 5).

Ne segue che I'(—n) = oo (a seconda se ci si avvicina da destra o da sinistra, e a seconda della paritd / disparita di

44
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11 grafico della funzione I
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EsemPIO 20. Sia f(z) = M Vogliamo sapere se f sia integrabile in senso improprio su [m, +00) o0 no. Dato che f(x)
cambia segno, non p0551am0 applicare nessuno dei criteri visti in precedenza; d’altra parte, il limite di sin(x) a 400 non
esiste, e quindi non & chiaro quale sia il comportamento della funzione all’infinito.
Per verificare I'integrabilita, sia n un intero maggiore di 1, e consideriamo
n

(n4+1)7 (k+1)m
Sn:/ sm:cdx_z/ Sm(z)dm:Zak,

k=1

dove

(k+1)m
akZ/ sin(x) e
k

T x

Osserviamo che sin(x) & positivo su [k, (k + 1) 7] se k & pari, mentre ¢ negativo se k & dispari. Pertanto, si ha

sin(z) = (—1)* | sin(z)| vz € [k, (k+1) 7],

(k+1) :
a =0 [ LG
k

T T

(k+1)m :
b [0 L,
k

P xT

cosicché
dove

Chiaramente by, > 0 per ogni k, essendo 'integrale di una funzione positiva. Dimostriamo che by & decrescente. Infatti,
con la sostituzione y = x — m, si ha

(k+2) : (k+1)m :
WY (P gt RS TP

k+1) x T y+7
Osserviamo ora che z +— |sin(z)| & una funzione periodica di periodo 7 (dato che sin(z + 7) = —sin(z)); pertanto,
nell’ultimo integrale si ha |sin(y + )| = |sin(y)|, e dunque
(k+1) 7 | gin Y+ (k+1) 7 | gin Yy (k+1) 7 | gin Y
s — vty )y, [T g, [T L0y
kT y+7 kT y+m kT )

dove nell’ultimo passaggio si ¢ usata la monotonia dell’integrale e il fatto che

L)l Wl gy ¢ o, o+ 1) 7.

y+m
Infine, by, tende a zero quando k tende ad infinito; per dimostrarlo, osserviamo che si ha, essendo |sin(z)| < 1,
(k+1) 7 g (k+1) 7 1 (k+1) =
ogbk:/ Mdmﬁ/ ~de = In(z )‘ (+ )
k7 T k7 T kx k

Dato che In(1 + 1/k) tende a zero, anche b, tende a zero per il teorema dei carabinieri.
Ricapitolando, abbiamo dimostrato che

n

(n+1) 7w
S, — / sm x) Z l)k b,

dove by € una successione di numeri reali positivi, decrescente e infinitesima. Per il criterio di Leibnitz, si ha

—+oo n
—1)Fb, = lim —1)* b, < 400,
kz::l( )" bre MWJ;( )" bre

e quindi

+° sin(x =
/ ()da:: lim SHZZ(fl)kbk<+oo.
- x n—-+4oo
k=1
Qualora, colti da improvvisa follia, ci chiedessimo se fosse integrabile in senso improprio su [r, +00) la funzione

| sin(z)| . N .
= dovremmo capire se e Convergente o meno la serie

+oo
> b,
k=1
ovvero se ¢ convergente assolutamente la serie la cui somma & 'integrale improprio di

si ha 1 A
be> o (14— ).
k=3 1+ 6k
Si ha infatti, dato che la funzione integranda ¢ positiva,

(k+1) 7 | g (k4+1)7—% | g5
by :/ | sin(z)| de/ 6 |sin(x)| de
k k

T z T+ T

w. Orbene, dimostriamo che

Osserviamo che si ha

| sin(z)| > Vme[lmrJr%,(kJrl)frfI],

6

N =
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e quindi

Il
[
=3

(k+1)m—2T | o (k+1)n—Z k4+1-—1
ka/ 6 \sm(w)|dzzl/ 6 ldz 1 ( + 6).
k 2 k x 2

3 . 3
Semplificando, si ha

bk2%1n<1+1£;6k),

come volevasi dimostrare. Dato che la serie di termine generico In (1 + ﬁ) si comporta come la serie di termine
generico ﬁ, che diverge, si ha
+o° |sin(z = 1 i
/ M=Zbsz 1n(1+—)=+oo,
- T = 2 = 14 6k

e quindi la funzione W

non ¢ integrabile in senso improprio su [, +00).

sin(x)

1 grafici di e di % (tratteggiato)



